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1. Grundlagen

In diesem Abschnitt werden Schaltungen mit Gleichstrom betrieben. Zum Baukasten der Elek-
trotechnik gehdren hierbei:

o Spannungsquellen

o Stromquellen

o elekirische Widersténde

o einige Definitionen und Regeln.

Eine Spannungsquelle stellt hierbei stets eine konstante Spannung U, bereit. Eine Stromquelle
stellt stets einen konstanten Strom U, bereit. Im Wasserrohrmodell entspricht die Spannung dem
Druck auf einer Leitung, der Strom dem Wasserstrom. Stromnetze werden Ublicherweise mit konstan-
ter Spannung betrieben. Nach Bedarf stellt sich ein passender Stromfluss ein. Diese Betriebsweise
entspricht einem Wassernetz.

Strom und Spannung

Um einen gewlnschten Stromfluss | durch einen Widerstand R zu erzielen, wird eine passende
Spannung U benétigt. Der Strom ist proportional zur Spannung.

I:%U (Gleichung G1/7)

Gleichung (G1/7) beschreibt hierbei nur einen Gleichgewichtszustand, keine kausale Bezie-
hung. Umgekehrt sorgt ein gegebener Stromfluss fir einen Spannungsabfall iber dem Widerstand R.

Stromquellen und Spannungsquellen

Reale Spannungsquellen werden durch eine ideale Spannungsquelle in Kombination mit einem
Innenwiderstand RO wiedergegeben. Bei starker Belastung gibt die Klemmenspannung etwas nach.
Dieses Verhalten lasst sich durch die Kombination einer idealen Spannungsquelle U, mit einem Innen-
widerstand R, als Schaltung nachbilden. Ohne elektrische Last (d.h. im Leerlauf) entspricht die Klem-
menspannung ( = Leerlaufspannung) der Spannung der idealen Spannungsquelle. Im anderen Ex-
tremfall begrenzt der Innenwiderstand den Kurzschlussstrom.

Reale Stromquellen werden durch eine idealen Stromquelle |, in Kombination mit einem Innen-
leitwert GO wiedergegeben. Im Kurzschlussbetrieb entspricht der Klemmenstrom (= Kurzschlussstrom)
dem Strom |, der idealen Stromquelle. Im Leerlauf bildet der Innenleitwert eine Leerlaufspannung an
den Klemmen nach. Dieses Verhalten entspricht jedoch nicht den physikalischen Laborstromquellen,
da auf diese Weise ja eine erhebliche Verlustleistung abgegeben wirde. Es handelt sich hier nur um
eine Ersatzschaltung fur analytische Berechnungen.

Knotenregel und Maschenregel

An der Verbindungsstelle zweier Leiter muss aus Griinden der Kontinuitat der aus einem Leiter
ausfliessende Strom vom verbundenen Leiter aufgenommen werden. Die Summe der Stréme an der
Verbindungsstelle ist somit (bei vorzeichenrichtiger Addition) gleich Null. Fir eine Verbindung mit N
Leitern ist die Summe aller Stréme gleich Null.

Bewegt man sich auf einer Rundwanderung wieder zum Anfangspunkt zuriick, so ist die Sum-
me aller Hohenmeter gleich Null. Startpunkt und Endpunkt liegen auf gleicher Hohe, bzw. auf gleichem
Potenzial. Steigungen und Gefalle dazwischen gleichen sich also aus. In beliebigen Maschen einer
elektrischen Schaltung kehrt man ebenfalls wieder auf das Startpotenzial zuriick. Daher ist die Summe
aller Spannungen auf diesem Weg ebenfalls gleich Null.
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Definitionen
Eine wesentliche Definition ist die elektrische Leistung: P =U I.

Diese berechnet sich aus dem Produkt als Strom und Spannung. In einer elektrischen Schal-
tung wird diese Leistung in einem Widerstand R in Warme umgesetzt. Hierbei l&sst sich unter Verwen-
dung von Gleichung (G1/7) auch der Strom durch die Spannung ausdricken, und umgekehrt: P =
U2/R=1I2R.

In einer Ersatzschaltung soll hierdurch eine Leistungsaufnahme ausgedrickt werden, auch
wenn es sich in Wirklichkeit z.B. um eine mechanische Leistung an einem Antrieb, die aufgenommene
Leistung in einem folgenden Netzabschnitt bzw. um eine akustische Leistung bei einem Lautsprecher
handelt.

Lastfluss

Unter dem Lastfluss wird der Leistungsfluss verstanden: Halt man z.B. die Spannung konstant,
so fliesst die Leistung mit dem Strom. Daher ist in elekirischen Energieversorgungsnetzen auch von
Stromnetzen die Rede, bzw. vom Stromverbrauch (anstelle der konsumierten elektrischen Leistung).

An der Verbindungsstelle zweier Leiter hat die Leistung somit auch das Vorzeichen des Stroms.
Hierbei wird ein Vorzeichen als Abgabe von Leistung interpretiert, das umgekehrte Vorzeichen als
Leistungsaufnahme.

1.1. Spannungsquelle

Folgende Abbildung zeigt eine Spannungsquelle mit Leerlaufspannung u, und Innenwiderstand
Roan einer Last R..

“| D -

Frage 1.1.1: Erganzen Sie Zahlpfeile fur alle Spannungen und Stréme. Berechnen Sie Spannungen
und Stréme.

Frage 1.1.2: Wandeln Sie die Spannungsquelle um in eine aquivalente Stromquelle.
Frage 1.1.3: Leistung: Welche Leistung wird im Lastwiderstand R. umgesetzt?

Frage 1.1.4: Wirkungsgrad. Wie grof3 ist der Anteil der Nutzleistung an der Gesamtleistung? Wann
wird der Wirkungsgrad optimal? Welche Leistung wird dann umgesetzt?

Frage 1.1.5: Maximale Leistung. Der Lastwiderstand R. sei variabel. Berechnen Sie die in RL umge-
setzte Leistung P(R.) in Abhangigkeit vom Lastwiderstand. Wann wird die Leistung maximal?
Option: Losen Sie die Aufgabe mit Hilfe einer Tabellenkalkulation numerisch, indem Sie fur R,
einen Wert annehmen (z.B. R, = 50 Q) und RL in einem Bereich variieren (z.B. 0 bis 100 Q).
Stellen Sie den Kurvenverlauf dar.

Frage 1.1.6: Fehlanpassung. Der Lastwiderstand sei R. = 2 Ry bzw R, = R/ 2. Berechnen Sie den
Wirkungsgrad und die jeweils umgesetzte Leistung. Wie weit weicht die Leistung vom Maximum
ab?

1.2. Stromquelle

Eine Photodiode wird durch das in der Abbildung gezeigte Ersatzschaltbild wiedergegeben.
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iph —>

Photo-
strom

Frage 1.2.1: Welche KenngréBen hat das Ersatzschaltbild?
Frage 1.2.2: Wandeln Sie die Schaltung um in eine aquivalente Spannungsquelle.

Frage 1.2.3: Serienschaltung. Es werden N Photozellen in Serie (in Reihe) geschaltet. Skizzieren Sie
hierflr ein summarisches Ersatzschaltbild.

Frage 1.2.4: Parallelschaltung. Es werden N Photozellen parallel geschaltet. Skizzieren Sie hierfur ein
summarisches Ersatzschaltbild.

1.3. Ersatzimpedanzen

Folgende Abbildung zeigt eine Quelle mit einem Widerstandsnetzwerk und zwei Lastwiderstan-
den. Es seien Ry =R =10 Q und R> =20 Q.

—{Ro}—o (R | (R ]

O . B - AE

RL u;, Ri
Frage 1.3.1: Berechnen Sie den Ersatzwiderstand R, der die Schaltung aus Sicht der Quelle ersetzt.

Frage 1.3.2: Berechnen Sie eine Ersatzquelle mit Leerlaufspannung u; und Innenwiederstand R, die
die Schaltung aus Sicht der Last ersetzt.

Frage 1.3.3: Eingangsspannung und Eingangsstrom. Berechnen Sie die Eingangsspannung und den
Eingangsstrom im allgemeinen Fall (Ro, R+ und R:beliebig).

Frage 1.3.4: Ausgangsspannung und Ausgangsstrom. Berechnen Sie die Ausgangsspannung und den
Ausgangsstrom im allgemeinen Fall (Ro, R+ und R beliebig).

1.4. Einspeisung ins Netz

Eine Spannungsquelle u. (z.B. eine Photovoltaikanlage) speist in ein Netz ein. Das Netz wird
durch eine Ersatzspannungsquelle (ui, R1) und eine Kabelimpedanz (R«) wiedergegeben, wie in fol-
gender Abbildung gezeigt.

(R | (R
u, <> C) u;
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Frage 1.4.1: Ergédnzen Sie die Zahlpfeile fir Stréme und Spannungen. Schreiben Sie die Gleichungen
zur Schaltung auf.

Frage 1.4.2: Lastfluss. Wie groB muss u. sein, damit Leistung ins Netz fliesst? Was geschieht, wenn
Uz < Uy ist? Hinweis: Verwenden Sie die Leistung im Verbraucherzéhlpfeilsystem.

Frage 1.4.3: Welche Leistung geht auf dem Kabel verloren (wird am Verlustwiderstand Rk in Warme
umgesetzt)?

Frage 1.4.4: Welche Leistung nimmt das Netz auf? Wie l&sst sich diese Leistung in der Ersatzschal-
tung erkennen?

Frage 1.4.5: Skizzieren Sie den Lastfluss fur folgende Spannungen: (1) u; = 24V, u, =20 V. (2) U =
24V, u; =-20 V.

Frage 1.4.6: Welche Probleme ergeben sich durch den Zusammenhang von Spannung und Lastfluss
in der Praxis bei der Einspeisung durch Erzeuger erneuerbarer Energien?

1.5. Widerstandsnetzwerk

Eine Spannungsquelle mit Leerlaufspannung uo und Innenwiderstand R, ist an zwei Lastwider-
stdnde R; und R angeschlossen, wie in folgender Abbildung gezeigt. Hierbei ist R variabel.

i

—LRo | >

w | (D U [gl] l,\i::u]/’

Frage 1.5.1: Skizzieren Sie qualitativ us(R) und i:(R), d.h. Klemmenspannung und Klemmenstrom in
Abhangigkeit von R. Variieren Sie hierbei R im Bereich R =0 bis R — .

Frage 1.5.2: Wie groB mus R gewahlt werden, damit die Spannungsquelle ihre maximale Leistung ab-
gibt? Wie groB ist die abgegebene Leistung in diesem Fall? Wie grof ist der Wirkungsgrad?

Frage 1.5.3: Wie groB mus R gewéhlt werden, damit der Wirkungsgrad maximal wird? Wie groB ist die
an der Klemme umgesetzte Leistung in diesem Fall?

Frage 1.5.4: Berechnen Sie u+(R) und i1(R) in Abhangigkeit von R. Gegeben sind uo, Ro und R.
Frage 1.5.5: Berechnen Sie die Leistung an der Anschlussklemme in Abhéngigkeit von R.
Frage 1.5.6: Berechnen Sie den Wirkungsgrad in Abhangigkeit von R.

1.6. Variable Last

Eine Spannungsquelle mit Leerlaufspannung u, und Innenwiderstand R, ist an zwei Lastwider-
stdnde R, und R angeschlossen, wie in folgender Abbildung gezeigt. Hierbei ist R variabel.

i1

—{Ro ] >— R |

U, C) u, I,\l::u]/’
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Frage 1.6.1: Skizzieren Sie qualitativ us(R) und i:(R), d.h. Klemmenspannung und Klemmenstrom in
Abhangigkeit von R. Variieren Sie hierbei R im Bereich R =0 bis R — .

Frage 1.6.2: Wie groB mus R gewéhlt werden, damit die Spannungsquelle ihre maximale Leistung ab-
gibt? Wie groB ist die abgegebene Leistung in diesem Fall? Wie grof ist der Wirkungsgrad?

Frage 1.6.3: Wie groB mus R gewéhlt werden, damit der Wirkungsgrad maximal wird? Wie groB ist die
an der Klemme umgesetzte Leistung in diesem Fall?

Frage 1.6.4: Berechnen Sie u+(R) und i1(R) in Abhangigkeit von R. Gegeben sind uo, Ro und R.
Frage 1.6.5: Berechnen Sie die Leistung an der Anschlussklemme in Abhéngigkeit von R.

Frage 1.6.6: Berechnen Sie den Wirkungsgrad in Abhangigkeit von R.
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2. Schaltungen mit RLC

In diesem Abschnitt wird der Baukasten der Elektrotechnik erweitert um den Bedarf zur Berech-
nung beliebiger Schaltungen mit den Elementen R (Widerstand), (L) Induktivitdt, und C (Kapazitat).
Hierbei sind als Signalformen der Spannungsquellen bzw. Stromquellen beliebige zeitabhéngige Si-
gnale zugelassen. Dieser Baukasten beinhaltet nun zusétzlich:

o Spannungsquellen und Stromquellen mit beliebigen Signalen u(t) und i(t)
o die Bauelemente R, Lund C
o die zugehdrigen Gleichungen (Differenzialgleichungen)

o Methoden zum Lésen der Gleichungen.

Kapazitat
Die Kapazitat einer Anordnung bzw. eines Bauelements ist wie folgt definiert:
o=
u

C

Ein Bauelement besitzt eine Kapazitat C fir Ladungstrager, der Ladungsmenge Q entspricht,
die das Bauelement bei einer vorgegebenen Spannung U halten kann. Durch den Bezug auf die
Spannung lassen sich die Ladungsmengen unterschiedlicher Bauelemente vergleichen.

Aus der Definition folgt
Q.=Cu,
und schliesslich durch Differenzieren nach der Zeit (mit i-(t) = dQc(t)/dt)

i.(t)=C T (Gleichung G2/7)

Gleichung (G2/7) beschreibt wiederum nur einen Gleichgewichtszustand, keine kausale Bezie-
hung. Die Gleichung lasst sich so lesen, dass bei vorgegebener Spannung u.(t) tber der Kapazitat C
der Strom ic(t) der zeitlichen Ableitung der Spannung folgt.

Umgekehrt lasst sich Gleichung (G2/7) so interpretieren, dass bei vorgegebenem Strom iq(t)
durch den Kondensator C (z.B. durch eine Stromquelle) die Spannung uc(t) Gber dem Kondensator
dem Integral des Stromes Uber der Zeit folgt.

Induktivitat

Da die Definition der Induktivitat fir die Berechnung der Schaltungen keine Rolle spielt, wird an
dieser Stelle auf eine Herleitung verzichtet. Die Beziehung zwischen Strom und Spannung an einer
gegebenen Induktivitat gibt folgende Gleichung wieder.

di (t)

uL(t):L dt

(Gleichung G3/7)

Auch Gleichung (G3/7) beschreibt nur einen Gleichgewichtszustand, der sich wie folgt interpre-
tieren lasst. Bei vorgegebenem Strom i (t) durch die Induktivitat L wird eine die Spannung u(t) Gber
dem der Induktivitat induziert, die dem Verlauf der zeitlichen Ableitung des Stroms entspricht.

Umgekehrt lasst sich Gleichung (G3/7) so interpretieren, dass bei vorgegebener Spannung
u.(t) Gber der Induktivitat L der Strom i (t) dem Integral der Spannung tber der Zeit folgt.

S. Rupp, 2017 T2ELG2002.1 10/60
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2.1. Kapazitat

Folgende Abbildung zeigt eine Kapazitat, die an einer Spannungsquelle betrieben wird.

o | —

Frage 2.1.1: Ergénzen Sie die Zahlpfeile fir Stréme und Spannungen. Erstellen Sie die Systemglei-
chungen.

Frage 2.1.2: Wie berechnet sich u, in Abhéngigkeit von u;?

Frage 2.1.3: Skizzieren Sie das Verhalten der Schaltung beim Einschalten einer Gleichstromquelle
(alle Strome und Spannungen). Hinweis: Verwenden Sie den Zustand vor dem Einschalten und
den eingeschwungenen Zustand. Erlautern Sie dann mit Hilfe der Systemgleichungen, wie der
eingeschwungene Zustand aus der Ausgangsposition erreicht wird.

Frage 2.1.4: Erzwungene Schwingung mit Wechselspannung. Die Schaltung sei mit einer Wechsel-
spannungsquelle betrieben, wobei der eingeschwungenen Zustand abgewartet wird. Wie ver-
halten sich Stréme und Spannungen in Abhangigkeit der Frequenz? Hinweis: Verwenden Sie
zur Argumentation die Systemgleichungen.

2.2. Induktivitat

Folgende Abbildung zeigt eine Induktivitat, die an einer Spannungsquelle betrieben wird.

o| .

Frage 2.2.1: Erganzen Sie die Zahlpfeile fur Stréme und Spannungen. Erstellen Sie die Systemglei-
chungen.

Frage 2.2.2: Wie berechnet sich u. in Abhéngigkeit von u;?

Frage 2.2.3: Skizzieren Sie das Verhalten der Schaltung beim Einschalten einer Gleichstromquelle
(alle Strdme und Spannungen). Hinweis: Verwenden Sie den Zustand vor dem Einschalten und
den eingeschwungenen Zustand. Erlautern Sie dann mit Hilfe der Systemgleichungen, wie der
eingeschwungene Zustand aus der Ausgangsposition erreicht wird.

Frage 2.2.4: Erzwungene Schwingung mit Wechselspannung. Die Schaltung sei mit einer Wechsel-
spannungsquelle betrieben, wobei der eingeschwungenen Zustand abgewartet wird. Wie ver-
halten sich Stréme und Spannungen in Abhangigkeit der Frequenz? Hinweis: Verwenden Sie
zur Argumentation die Systemgleichungen.Frage 2.3.1:

2.3. Zweitor

Folgende Schaltung zeigt ein Zweitor (bestehend aus L und C), das an einer Spannungsquelle
und einer Last betrieben wird.

S. Rupp, 2017 T2ELG2002.1 11/60
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Frage 2.3.1: Erganzen Sie die Zahlpfeile fur Stréme und Spannungen. Erstellen Sie die Systemglei-
chungen.

Frage 2.3.2: Skizzieren Sie das Verhalten der Schaltung beim Einschalten einer Gleichstromquelle
(alle Strome und Spannungen).

Frage 2.3.3: Leistung. Welchen Einfluss hat das Zweitor auf die von der Quelle zur Last Gbertragene
Leistung? Hat das Zweitor Verluste?

Frage 2.3.4: Erzwungene Schwingung mit Wechselspannung. Wie verhalt sich die Ausgangsspannung
uz im Verhdltnis zur Eingangsspannung u;, wenn man die Schaltung mit einer Wechselspan-
nung betreibt und die Frequenz kontinuierlich erh6ht? Es wird jeweils der eingeschwungenen
Zustand abgewartet.

2.4. Einschalten und Ausschalten

Ein Antrieb soll durch einen Leistungsschalter eingeschaltet bzw. ausgeschaltet werden, wie in
folgender Abbildung gezeigt. Der Antrieb ist durch einen ohmschen Widerstand und eine Wicklungsin-
duktivitét wiedergegeben.

UR':

R,

Leistungsschalter |

Rb uRu

Frage 2.4.1: Welche Leistung nimmt der Antrieb auf? Welche Bedeutung hat der Lastwiderstand Ry?

Frage 2.4.2: Einschalten. U, sei eine Gleichspannungsquelle. Skizzieren Sie die Stréme und Span-
nungen beim Einschalten.

Frage 2.4.3: Ausschalten. Der Antrieb soll nun aus dem eingeschalteten Zustand (Frage 8.2) mit Hilfe
des Leistungsschalters ausgeschaltet werden. Worauf ist hierbei zu achten? Welche Spannung
entsteht Gber dem gedffneten Leistungsschalter? Skizzieren Sie die Verlaufe der Stréme und
Spannungen.

Frage 2.4.4: Betrieb mit Wechselspannung. Welche Unterschiede ergeben sich, wenn die Last bei
gleicher Ersatzschaltung mit Wechselspannung betrieben wird. Welche Unterschiede gibt es
speziell beim Einschalten und beim Ausschalten?
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3. Komplexe Wechselstromrechnung

In diesem Abschnitt wird der Baukasten der Elektrotechnik spezialisiert auf Berechnungen zu ei-
nem sehr wichtigen Spezialfall: den Betrieb einer Schaltung mit der festen Frequenz eines harmoni-
schen Signals, d.h. also s(t) = § cos(wt +¢). Dieses Signal ist gekennzeichnet durch:

o die Signalform (hier als Kosinus mit Frequenz w Uber der Zeit)
o den Betrag (bzw. die Amplitude oder der Scheitelwert) §
o die Phasenverschiebung (bzw. Phase) o¢.

Dieser Spezialfall umfasst nachrichtentechnische und energietechnische Schaltungen. Die Be-
trachtungen gehen daher auch iber den bisherigen Umfang hinaus und umfassen Abhangigkeiten von
Bauelementen, Abh&ngigkeiten von der Frequenz, bzw. die Verkettung von Schaltungen.

Die Vereinfachung beruht auf folgendem Prinzip: Wenn einem System durch &uBere Anregung
eine Schwingung aufgezwungen wird, folgt das System nach einer Einschwingdauer der erzwungenen
Schwingung. Die Signalform bleibt also erhalten. Beeinflusst werden lediglich Betrag und Phase.
Durch einen passenden mathematischen Ansatz eliminiert man die spezielle Zeitabh&ngigkeit.

Vorteile der Methode:

o Differenzialgleichungen werden durch algebraische Gleichungen ersetzt und sind somit al-
gebraisch l6sbar.

o Das Vorgehen entspricht den Berechnungen mit Gleichstrom.
Preis der Methode:
o erfordert algebraische Berechnungen mit komplexen Zahlen

o gestattet keine Betrachtung von Einschwungvorgéngen (z.B. beim Einschalten und Aus-
schalten).

Da die komplexe Wechselstromrechnung einen Spezialfall der Berechnung von Schaltungen mit
RLC darstellt, bleiben die bisher genannten Gleichungen weiterhin gultig. Es kommen fiir den Spezial-
fall vier weitere Gleichungen dazu. Der Uberwiegende Teil ist also wiederum methodisches Wissen. Zu
den Methoden finden sich weitere Informationen in den Anh&ngen.

Komplexe Impedanz

| U=27I (Gleichung G4/7) |

Diese Gleichung entspricht dem ohmschen Gesetz der Gleichstromrechnung. Es findet univer-
sell auf alle Bauelement der Wechselstromrechnung Anwendung. Allerdings werden die Bauelemente
nun mit einer komplexen Impedanz Z beschrieben. Komplexe Werte werden durch einen Unterstrich
gekennzeichnet. Strom | und Spannung U enthalten die gewiinschten Informationen ber Betrag und
Phasenwinkel, jedoch keinen Zeitbezug. Letzterer ist entbehrlich, da der Zeitbezug ohnehin klar ist
(aufgezwungene Schwingung der Frequenz w).

Gleichungen der Bauelemente

Up=RI; (Z=R) (Gleichung G5/7)

U =joLl, (Z=joL) (Gleichung G6/7)

Uo=—t 1 ( :L) (Gleichung G7/7)
“joC=E joC
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Die komplexen Impedanzen der Bauelemente folgen aus den Gleichungen G1/7, G2/7 und
G3/7, die den allgemeinen Fall darstellen. Es ist jedoch blich, gleich die komplexen Gleichungen zu
verwenden.

3.1. Schaltungen mit RLC

Folgende Schaltungen werden mit Wechselspannung der konstanten Frequenz w = 2mt f betrie-
ben. Die Spannung U, sowie der Innenwiderstand R, sind gegeben. AuBerdem sind gegeben: R (in
Schaltung A), C (in Schaltung B), L (in Schaltung C).

A c R 11
w® |3

Frage 3.1.1 Berechnen Sie fir die gezeigten Schaltungen A, B und C:
1. Den Strom |, in Abh&ngigkeit der Klemmenspannung Us.
Die Impedanz Z; = U./l;.

Die Klemmenspannung U, in Abh&ngigkeit von U, und Ro.

P 0D

Den Phasenwinkel zwischen Spannung U; und Strom l..
5. Den Phasenwinkel zwischen Spannung U, und Strom I,
Frage 3.1.2: Skizzieren Sie die Zeigerdiagramme der Spannungen und Stréme zu den Schaltungen.

Frage 3.1.3: Leistung. Berechnen Sie Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung an den Klemmen
der Schaltungen.

Frage 3.1.4: Welche Bedeutung hat der Leistungsfaktor cos(¢)? Welche Unterschiede ergeben sich
zwischen den Schaltungen bzgl. des Leistungsfaktors?

3.2. Komplexe Impedanzen

Folgende Schaltungen sind mit Induktivitat und Kapazitat aufgebaut.

A B

ot

D |e 3=

_-_'—"— o b J_
D u,

C

I
4
<]__,C
/A

Frage 3.2.1: Berechnen Sie flr die gezeigte Schaltung A:

1. Die Klemmenspannung U, in Abhangigkeit des Stromes |.
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2. Die Impedanz Z; = Ui/l1.

Frage 3.2.2: Frequenzabhangigkeit der Impedanz. Es sei angenommen, dass man an die Frequenz w
durch einen Drehknopf an der Quelle im Bereich w = 0 bis w — o verdndern kann. Welchen
Verlauf Gber der Frequenz hat die Impedanz Z:(w)? Skizzieren Sie den Verlauf. Welche Bedin-
gung gilt bei der Frequenz wo= 1/V/(LC)? Gibt es eine plausible physikalische Erklarung hierfiir?

Frage 3.2.3: Leistung. Berechnen Sie Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung an der Klemme.
Welche Abhéangigkeit von der Frequenz w ergibt sich?

Frage 3.2.4: Berechnen Sie fir die gezeigte Schaltung B:
1. Den Strom |, in Abh&ngigkeit der Klemmenspannung Us.
2. Die Admittanz Y; = l1/U; sowie die Impedanz Z; = U./l;.

Frage 3.2.5: Frequenzabhéngigkeit der Admittanz und Impedanz. Es sei angenommen, dass man an
die Frequenz w durch einen Drehknopf an der Quelle im Bereich w = 0 bis w — o verandern
kann. Welchen Verlauf Uber der Frequenz hat die Admittanz Y:(w)? Welchen Verlauf Gber der
Frequenz hat die Impedanz Z:(w)? Skizzieren Sie den Verlauf. Welche Bedingung gilt bei der
Frequenz wo= 1/V(LC)? Gibt es eine plausible physikalische Erklarung hierfiir?

Frage 3.2.6: Leistung. Berechnen Sie Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung an der Klemme.
Welche Abhéangigkeit von der Frequenz w ergibt sich?

3.3. Ohmsch-induktive Last

Folgende Schaltung zeigt eine Last mit ohmschen Anteil (R) und induktivem Anteil (L) an einer
Quelle mit Leerlaufspannung U, und Innenwiderstand Ro.

R
L
Frage 3.3.1: Berechnen Sie die Impedanz Z; = U+/l..
Lésung: Z: = R + jwL
Frage 3.3.2: Erstellen Sie ein Zeigerdiagramm fir U; und .
Loésung: Z, |1 = U;. In Parallelschaltung beginnt man mit dem Strompfeil |, und fugt dann die Spannun-

gen hinzu, siehe Abbildung unter Frage 3.3.3.

Frage 3.3.3: Erstellen Sie ein Zeigerdiagramm fur alle Stréme und Spannungen der Schaltung. Hin-
weis: Verwenden Sie das Ergebnis von Frage 3.3.2.

Lésung: Das Diagramm aus Frage 3.3.2 wird um den Spannungsabfall Uber R, erganzt, der in Rich-
tung von |, erfolgt, wie in folgender Abbildung gezeigt.

S. Rupp, 2017 T2ELG2002.1 15/60



Grundlagen der Elektrotechnik 3
Vorlesung und Ubungen

=
%
2

=R

&

Frage 3.3.4: Berechnen Sie Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung an der Klemme. Hinweis:
Verwenden Sie die Effektivwerte der Spannungen und Strome.

Losung: (1) S1=U; Ii* =L L* Z* =1 (R+jwL) =P +jQ
(2) Wirkleistung: P = 1°R;

(3) Blindleistung: Q = I,2wL

Den Betrag |1 von I, erhalt man aus der Maschenregel: Up= 11 (Ro+ R + jwL).

Frage 3.3.5: Berechnen Sie den Leistungsfaktor cos(¢$) an der Klemme. Hinweis: Verwenden Sie hier-
zu das Zeigerdiagramm aus Frage 3.3.2.

Loésung: Es gilt tan(¢) = wL/R. Hieraus folgen ¢ und somit cos(¢). Hinweis: Der Winkel ¢ = ¢ - ¢,
zeigt als Phasendifferenz vom Strom zur Spannung.

Frage 3.3.6: Welchen Einfluss hat die Induktivitédt L auf die Klemmenspannung U; und den Klemmen-
strom 1;? Welchen Einfluss hat die Induktivitéat L auf die Wirkleistung an der Klemme? Hinweis:
Schétzen Sie den Einfluss zunéchst mit Hilfe der extremen Félle L = 0 und L — o ab. Betrach-
ten Sie auBerdem als Néherung Ro << R.

Lésung: siehe Impedanz aus Frage 3.3.1 bzw. Zeigerdiagramm zu Frage 3.3.3.

Extreme Falle:

(1) L = 0: Einfache Serienschaltung aus R, und R. U; = Uy R/(Ro+R), |1 = Uo/(Ro+R). P = U2 R/(Re+R)>2.
(2) L — «: Offene Klemme, |, = 0, U; = U,. Keine Wirkleistung an der Klemme (P=0).

Naherung Ry << R: Die Klemmenspannung U kann unmittelbar durch U, ersetzt werden.

3.4. Ohmsch-kapazitive Last

Folgende Schaltung zeigt eine Last mit ohmschen Anteil (R) und kapazitivem Anteil (C) an einer
Quelle mit Leerlaufspannung U, und Innenwiderstand Ro.
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Frage 3.4.1: Berechnen Sie die Admittanz Y, = I1/U;.

Frage 3.4.2: Erstellen Sie ein Zeigerdiagramm fur U, und ..

Frage 3.4.3: Erstellen Sie ein Zeigerdiagramm fir alle Stréme und Spannungen der Schaltung.
Frage 3.4.4: Berechnen Sie Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung an der Klemme.
Frage 3.4.5: Berechnen Sie den Leistungsfaktor cos(®).

Frage 3.4.6: Welchen Einfluss auf die Gesamtleistung hat die Kapazitdt C? Vergleichen Sie den Bei-
trag von C zur Leistung mit dem Beitrag von L aus Aufgabe 4. Welche Unterschiede ergeben
sich?

3.5. Kompensation

Folgende Schaltung zeigt eine Last mit ohmschen Anteil (R) und induktiven Anteil (L) an einer
Quelle mit Leerlaufspannung U, und Innenwiderstand Ro.

DO T PR O

Frage 3.5.1: Da {R, L} und C in parallelen Zweigen zur Klemmenspannung angeordnet sind, ist eine
getrennte Berechnung méglich: Berechnen Sie die Admittanz des RL-Zweiges.

Frage 3.5.2: Berechnen Sie die Admittanz des C-Zweiges.
Frage 3.5.3: Berechnen Sie die gesamte Admittanz Y, = |:/U;.
Frage 3.5.4: Wie misste C gewahlt werden, damit die Admittanz Y ihren Imaginarteil verliert?

Frage 3.5.5: Kompensation. Die in Frage 6.4 berechnete Antwort wird auch als Kompensation be-
zeichnet. Erklaren Sie diesem Begriff. Welchen Zweck verfolgt die Kompensation? Hinweis:
Verwenden Sie die Begriffe Wirkleistung und Blindleistung. Verwenden Sie ein Zeigerdiagramm
fur Stréme und Spannungen an der Klemme.

Frage 3.5.6: Physikalische Erkldrung. Gibt es eine plausible physikalische Erklérung fir den in Frage
6.5 beschriebenen Zusammenhang, ohne dass man die komplexe Wechselstromrechnung be-
muhen muss?

3.6. Zweitor

Folgende Abbildung zeigt ein RC-Glied, das zwischen den Klemmen der Quelle U, mit Innenwi-
derstand R, und dem Lastwiderstand R: betrieben wird. Gegeben sind Uo, Ro, R., sowie R und C.
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Frage 3.6.1: Berechnen Sie die Spannung U. in Abhéngigkeit von U;. Hinweis: Betrachten Sie C als
hierzu als komplexe Impedanz.

Frage 3.6.2: Plausibilitat. Uberpriifen Sie lhre Berechnung auf Plausibilitat, indem Sie fiir C die extre-
men Félle C = 0 und C — % annehmen.

Frage 3.6.3: Ubertragungsfur]_ktion. Das Verhaltnis der Ausgangsspannung U. zur Eingangsspannung
U, wird als komplexe Ubertragungsfunktion des Zweitors definiert. Berechnen Sie die Ubertra-
gungsfunktion G = U,/ Us.

Frage 3.6.4: Vereinfachte Ubertragungsfunktion. Es sei angenommen, dass der Lastwiderstand R, >>
Rist (d.h. an Klemme 2 ist eine hochohmige Schaltung angeschlossen). Welche Vereinfachung
ergibt sich hierdurch fir die Ubertragungsfunktion?

Frage 3.6.5: Frequenzabhangigkeit. Die Ubertragungsfunktion ist abhangig von der Frequenz, mit der
die Schaltung betrieben wird. Stellen Sie die Abhéngigkeit der Ubertragungsfunktion G(w) in Ab-
hangigkeit der Frequenz nach Betrag und Phase dar. Wie lasst sich das Verhalten abhangig von
der Frequenz charakterisieren? Hinweis: Verwenden Sie die vereinfachte Ubertragungsfunktion
(R2 >> R). Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis auf Plausibilitat mit Hilfe der Spezialfalle w = 0 und w —
o, Eine qualitative Skizze genugt.

Frage 3.6.6: Abhangigkeit des Frequenzganges von R und C. Welche Rolle spielen die Werte von R
und C im Frequenzgang der Ubertragungsfunktion G(w)?

Frage 3.6.7: Grenzfrequenz. Auf welchen Wert hat sich der Betrag der Ubertragungsfunktion 1G(w)l
bei der Frequenz wy = 1/RC reduziert?

Frage 3.6.8: Signalpegel und Leistung. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Ausgangs-
spannung U, an der Klemme 2 und der Leistung P. an dieser Klemme? Auf welchen Wert hat
sich der Betrag der Leistung an Klemme 2 bei der Frequenz w4 = 1/RC reduziert?
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4. Elektrische Stromungsfelder

In stationdren elektrischen Strdmungsfeldern (= Gleichstrom) ist die Stromdichte proportional
zur elektrischen Feldstérke:

\ J=oE (Gleichung 1/7) |

Mit o ist hierbei eine Konstante bezeichnet, die die Leitfahigkeit des Materials beschreibt.

4.1. Physikalische Zusammenhéange

Frage 4.1.1: Physikalische Einheiten. Welche physikalischen Einheiten besitzen E und J? Welche phy-
sikalische Einheit besitzt folglich 0?

Frage 4.1.2: Skizzieren Sie ein Stick leitfadhiges Material mit o4, z.B. einen Leiter der Lange d mit run-
dem Querschnitt A. An den beiden Randern werden Elektroden angebracht, die auf folgende
Potenziale gebracht werden: ¢, = 10V, ¢, = OV.

Frage 4.1.3: Feldstarke und Potenzial. Welche Feldstarke elektrische ergibt sich in der in Frage 1.2
gezeigten Anordnung? Welche Konsequenz ergibt sich aus dieser Feldstarke gemaB Gleichung
1/7?

Lésungsweg: Spannung = Potenzialdifferenz => elektrische Feldstarke => Stromdichte

Frage 4.1.4: Welcher Zusammenhang besteht zwischen Strom und Stromdichte?

Frage 4.1.5: Welcher Zusammenhang besteht zum ohmschen Gesetz? Welchen ohmschen Wider-
stand besitzt der Leiter?

Frage 4.1.6: Kausalitat. Im Beispiel wurde Uber die Spannung die Feldstarke vorgegeben. Hieraus
folgt gemaB Gleichung 1/7 die Stromdichte. Kénnte man Ursache und Wirkung auch vertau-
schen, d.h. eine Stromdichte vorgeben? Beschreibt Gleichung 1/7 einen kausalen Zusammen-
hang?

4.2. Heizdraht

Eine Spannungsquelle uo treibt einen Heizdraht mit Rickleitung, wie in folgender Abbildung ge-
zeigt.

Iy —

Quelle Leiter 1 o,
Uy
Leiter 2 0,

Frage 4.2.1: Die Leiter besitzen folgende Eigenschaften: Querschnitte A; = A= 0,2 mm?, Langen |, = I»
= 10 m, spezifische Widerstande: p;= 0,5 Ohm mm?/m, p.= 0,03 Ohm mm?2/m. Berechnen Sie
den Leiterstrom io und den Spannungsabfall Gber beiden Leitern.

Frage 4.2.2: Welche Stromdichte ergibt sich in beiden Leitern? Skizzieren Sie das elekirische Ersatz-
schaltbild mit zwei diskreten Widerstanden.

Lésung: Die Leitfahigkeiten entsprechen den Kehrwerten der spezifischen Widerstande, d.h. o, =2 A
m /V mm?und o, = 33,3 Am /V mm?. Die Ersatzwiderstande berechnen sich nachR=p|/Azu R, =25
Ohm und R; = 1,5 Ohm. Somit ergibt sich der Strom i, = us / (R+ + Rz) und die Spannungsabfalle u,=
0,94 uo und uz= 0,04 u,.

Strom und Stromdichte sind konstant: J = o0, E;= 03 E,.
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4.3. Flussdichte und Feldstarke

Stromdichte (= Flussdichte) und elektrische Feldstérke verhalten sich an Grenzflachen zwi-
schen zwei Materialien véllig unterschiedlich. Dieses Verhalten geht aus der Gleichung 1/7 hervor und
soll an zwei Beispielen illustriert werden.

Serielle Anordnung

In der seriellen Anordnung sind zwei Abschnitte unterschiedlicher Leitfahigkeit aneinander ge-
fugt, wie in folgender Abbildung gezeigt. Gegeben seien die Leitfahigkeiten o1 und o-. Die Leitfahigkeit
im AuBeren der Leiter sei o1 = 0. Die beiden Leiterabschnitte besitzen die Lange d/2 und den Quer-
schnitt A. An den Stirnflachen der Leiter wird mit Hilfe einer Spannungsquelle die Potenzialdifferenz Uq
angebracht.

stromdurchflossene
Rundleiter

df2

Frage 4.3.1: Berechnen Sie die Stromdichten J; und J. durch die Leiterabschnitte.

Frage 4.3.2: Berechnen Sie die Feldstérken E; und E. Uber den Leiterabschnitten. Skizzieren sie den
Verlauf der Stromdichten und Feldstérken in der Anordnung.

Parallele Anordnung

Es werden nun zwei halbrunde Leiterprofile aus unterschiedlichem Material zusammengesetzt.
Die Lange der Profile betréagt d, die Leitfahigkeiten betragen o, und o-. An den Stirnflachen der Leiter
wird mit Hilfe einer Spannungsquelle die Potenzialdifferenz U, angebracht.

stromdurchflossene
Rundleiter

Frage 4.3.3: Berechnen Sie die Stromdichten J; und J. durch die Leiterabschnitte.
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Frage 4.3.4: Berechnen Sie die Feldstérken E; und E. Uber den Leiterabschnitten. Skizzieren sie den
Verlauf der Stromdichten und Feldstérken in der Anordnung.

Frage 4.3.5 Grenzflachen. Vergleichen Sie das Verhalten der Flussdichte und der Feldstarke an den
Grenzflachen zwischen den beiden Materialien in beiden Fallen. Welches verhalten ist charak-
teristisch fir die Flussdichte? Welches Verhalten ist charakteristisch fiir die Feldstarke?

Frage 4.3.6. Feldstarken. Uber welchem Material ergibt sich in der seriellen Anordnung die héhere
Feldstarke? Wie hoch wére die Feldstarke bei einem ideal leitenden Material? Wie hoch wére
die Feldstarke bei einem nicht leitenden Material?

Ersatzschaltungen beider Anordnungen

Die beiden Anordnungen sollen durch ein Ersatzschaltungen wiedergegeben werden, in denen
die Leiteranschnitte durch konzentrierte Bauelemente wiedergegeben werden (d.h. Ry und Ry).

Frage 4.3.6: Skizzieren Sie die beiden Ersatzschaltungen. Welche Eigenschaften der beiden Anord-
nungen geben die Ersatzschaltungen korrekt wieder? Welche Eigenschaften gehen in der Er-
satzschaltung verloren?

Frage 4.3.6. Welche Gleichungen sind Ihnen zu diesen Ersatzschaltungen geléufig? Welcher Zusam-
menhang besteht zu Gleichung 1/7?

4.4. Stromungsfeld

Die vektorielle Form der Gleichung 1/7 lasst sich verwenden, um den Einfluss einer gegebenen
Geometrie zusammen mit den Materialeigenschaften zu berechnen. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe
eines Programme zur Feldsimulation. In folgender Abbildung ist als Beispiel eine homogene Leiterplat-
te der Leitfahigkeit o, gezeigt, die von den Kanten aus mit Hilfe kreisférmiger Anschlussflachen be-
stromt wird. Das AuBere der Platte ist nicht leitfahig.
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Frage 4.4.1: Vektorfeld. Die Pfeile zeigen das Vektorfeld der Stromdichte. Erlautern Sie diesen Begriff.
Was genau geben die gezeigten Pfeile wieder?

Frage 4.4.2: Erlautern Sie die Stromungsverhéltnisse im gezeigten Beispiel. Vergleichen Sie mit einer
Flussigkeit in einem Wasserbecken mit Zulauf und Ablauf. Warum ist die Stromdichte nicht kon-
stant, obwohl die Leiterplatte vollstdndig homogen bzgl. ihrer Leitfahigkeit ist?

S. Rupp, 2017 T2ELG2002.1 21/60



Grundlagen der Elektrotechnik 3
Vorlesung und Ubungen

4.5. Einfluss der Geometrie

Als weiteres Beispiel fir den Einfluss der Geometrie wird ein homogener Rundleiter untersucht
(o = a4), der jedoch in der Mitte eine Einschniirung besitzt, wie in folgender Abbildung gezeigt.

Maodell

B =" qmvﬂﬂrﬂﬂ‘r‘vmi";'
.-: : VAV A AV ANV AN A AV AV AW AN
P e mwmﬂxvﬂmu‘

e T A A A A A A

VAV AV AT A Y AV AV VAW
SVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVALL 4

AV A A AV AT AV AV AV AV AV ATAY

Potential ¢

Feldstdrke E (absolut)

Der oberste Teil der Abbildung zeigt die gegebene Geometrie, darunter ist der Verlauf des Po-
tenzials zwischen den beiden Stirnflachen des Leiters gezeigt, wobei eine Farbskala von rot nach blau
fur die gréBten bis kleinsten Werte verwenden wird. Der untere Teil der Abbildung zeigt den Verlauf
der Feldstéarke.

Frage 5.1: Wie erklart sich der Verlauf der Feldstarke? Hinweis: Verwenden Sie eine Skizze fiir Poten-
zial und Feldstéarke.

Frage 5.2: Welcher Verlauf der Stromdichte ergibt sich aus dem in der Abbildung unten gezeigten Ver-
lauf der Feldstéarke? Erldautern Sie diesen Effekt. Kennen Sie &hnliche Beispiele fir solche Stré-
mungsfelder?

Lésung:
Az ]
13.6
CST 124
CST STUDIO SUITE 1
Student Edition . .
Stromdichte J (absolut) -

.66

615
455
At
247
L3

- A B A o & o A W W W OSR OWRT OW OWS O® A L R e e -
D . T T T T I T T T T R I ¥
I A T T O T B R T B B R B . 1L O R L L R T N e R B B B - .
D T T T T T T T T T S S ¥
.- W e o™ OWMOABOW™ WM OW W™ oW B I B R I I I I T I N e T T S T S S
B T T T . B T T T T T I I
¥
Lx
COmponent: Tangential
Crierkation: trosice:

30 M [Afmo 2] 1360

Erlduterung: konstanter Strom => Stromdichte anhangig von Querschnitt. Weniger Querschnitt => ho-
here Stromdichte.
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4.6. Stromdurchflossener Leiter

Stréme verursachten Magnetfelder (und umgekehrt). Dieser Zusammenhang lasst sich durch
folgende Gleichung ausdrucken:

rotH=J (Gleichung 2/7) ‘

Frage 4.6.1: Physikalische Einheiten. Welche physikalischen Einheiten besitzen H und J? Welche
physikalische Einheit besitzt folglich der Operator rot?

Frage 4.6.2: Wenn die Stromdichte in einem linearen Leiter vorgegeben wird, welches Magnetfeld
stellt sich ein? Skizzieren Sie die Anordnung. Wie l&sst sich der Operator rot interpretieren?
Welchen Zusammenhang beschreibt Gleichung 2/7 somit?

Frage 4.6.3: Folgende Abbildung zeigt einen homogenen stromdurchflossenen Leiter der Leitféahigkeit
o mit rundem Querschnitt (Radius ro), der von einem Strom | durchflossen wird. Die Leitfahig-
keit auBerhalb des Leiters sei 0. = 0. Skizzieren Sie das Magnetfeld im AuBeren des Leiters.
Gibt es auch im Inneren des Leiters ein Magnetfeld? Hinweis: Es ist keine Berechnung erforder -
lich. Argumentieren Sie aus Ihrem physikalischen Verstandnis heraus.

stromdurchflossener
Rundleiter

Berechnung des Feldes im AuBeren des Leiters

Frage 4.6.4: Berechnen Sie die magnetische Feldstarke H(r) in Abhéangigkeit der Entfernung r. Hin-
weis: Das magnetische Feld ist ein Wirbelfeld. Verwenden Sie daher die Beziehung rot H = J in
der Integralform in Kombination mit einer geeigneten Geometrie fur das Linienintegral.

Lésung: Integralform der Gleichung 2/7 mit Strom |: Sﬁﬁ dr=1

In Zylinderkoordinaten r = (r, a, z) ist das Linienelement dr des Kreises im Abstand r: dr = r da. Somit

2n

erhalt man fir das Linienintegral: f Hrda=I=H2nr
a=0

Hieraus erhalt man fir die magnetische Feldstarke

H =1 /27r. Die Feldstarke fallt linear mit dem Abstand zum Leiter.
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Frage 4.6.5: Abhangigkeit von der Geometrie. Was genau verursacht den Verlauf der Feldstérke in Ab-
héngigkeit der Entfernung? Warum &ndert sich die Feldstarke linear mit wachsender Entfer-
nung? Welche Rolle spielen hierbei Materialeigenschaften, welche Rolle spielt die Geometrie?

Lésung: siehe Aufgabe 6.5. Dass die Feldstarke mit der Entfernung linear abnimmt, ist ein reiner Ef-
fekt der Geometrie, bedingt durch die Verteilung auf den Kreisumfang der zylindersymmetrischen An-
ordnung. Mit wachsender Entfernung verteilt sich die Feldstarke auf einen groReren Radius.

Berechnung des Feldes im Inneren des Leiters

Frage 4.6.6: Skizzieren Sie den Verlauf der tangentialen Komponente von H in Abhangigkeit vom Ra-
dius im Bereich - 2ry < r < 2ro.

Lésung: Im Innenraum des Leiters ist 0 < r < ro. In diesem Bereich ist nur der vom Radius r umschlos-
sene Anteil des Stroms zu bertcksichtigen (Integralform von Gleichung 2/7):

$Hdr=[TdA mitd=1/mr?
A

Fir die rechte Seite mit der umschlossenen Kreisflache A = mrr2 erhalt man:

N 2n r 2
deAZIerdrdaznerZI(i) (4.6.1)
A 00 r

0

Fir die linke Seite erhalt man fiir die tangential verlaufende Feldstarke H:
2n
¢ Hdr= [ Hrda=2nrH (4.6.2)
0

Somit ergibt sich fir die Feldstarke innerhalb des Leiters (durch Gleichsetzen von (4.6.1) und (4.6.2)):

I r
)=
0

Die Feldstarke steigt somit linear vom Leiterinneren bis zum duferen Rand ro.
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5. Elektrostatische Felder

Fir elektrische Felder ohne bewegte Ladungen (Elektrostatik) gibt es einen Zusammenhang
zwischen der elektrischen Ladungsdichte und der elektrischen Feldstéarke:

D=¢E (Gleichung 3/7) ‘

Hierbei bezeichnet die Permittivitat € die Eigenschaften des Materials im Feld (des sogenannten
Dielektrikums, daher auch die Bezeichnung Dielektrizitdtskonstante). Ublicherweise wird € als Produkt
der relativen Materialkonstanten €, und der Permittivitét €, im Vakuum dargestellt (siehe auch Abkur-
zungen und Konstanten am Ende dieser Unterlage): € = € €.

Quelle j: i\ +q A

) dl | . ED | | Dielektrikum (g,)

Wie in der Abbildung oben gezeigt, sind diese Verhéltnisse im Zusammenhang mit dem Platten-
kondensator bekannt. Bringt man ein Material mit der Eigenschaft € zwischen zwei Elektroden und
ladt diese auf eine Potenzialdifferenz uo, so bildet sich eine elektrisches Feld Gber der Anordnung mit
Feldstarke E. D beschreibt dielektrische Flussdichte bzw. Ladungsdichte.

5.1. Plattenkondensator

Frage 5.1.1 Physikalische Einheiten. Welche physikalischen Einheiten besitzen E und D? Welche phy-
sikalische Einheit besitzt folglich €? Welche physikalischen Einheiten besitzen €, und €,?

Frage 5.1.2: Feldstérke und Flussdichte. Gegen sei der in der Abbildung oben gezeigte Plattenkon-
densator mit den Abmessungen A = 100 mm?, d = 2,5 mm. Als Dielektrikum wird eine Epoxid-
harzplatte mit der relativen Permittivitdt €, = 3,5 verwendet. Der Kondensator wird mit Hilfe einer
Gleichspannungsquelle mit up = 10 V aufgeladen. Berechnen Sie Feldstéarke und Flussdichte im
Kondensator. Welche physikalische Einheit hat die Flussdichte? Welchen Einfluss hat das Di-
elektrikum?

Lésung: Feldstarke E = ug/ d =10V /2,5 mm = 4000 V/m. Flussdichte D=¢ E=¢,¢, E=3,5"* 8,86 10
2 As/Vm * 4000 V/m = 1,2 107 As/m?. Einfluss des Dielektrikums: erhoht die Flussdichte und somit die
Ladungsmenge, z.B. im Vergleich zu Luft mit €,= 1.

Frage 5.1.3: Kapazitat. Berechnen Sie die Kapazitdt des Kondensators aus Aufgabe 7.2. Auf welche
Weise kdnnte man die Kapazitat des Kondensators erhéhen?

Losung: Kapazitat = Ladungsmenge, die bei gegebener Potentialdifferenz (Spannung) gehalten wer-
den kann. Die Ladungsmenge geht aus der Flussdichte und der Flache des Kondensators hervor. C =
Q/up=DA/up= (1,2107 As/m?* 100 mm?) /10 V = 1,2 pF.

MaRnahmen zur Erhéhung der Kapazitat: (1) Geometrie: die Flache A vergrofiern (mehr Ladungen)
bzw. den Abstand d der Elektroden verringern (hdhere Feldstarke), (2) Material: Dielektrikum mit héhe-
rer Permittivitdt verwenden (hohere Flussdichte z.B. durch Verwendung von Tantaloxid mit €, = 25).

Somit ist die Kapazitat eine Eigenschaft der Geometrie und der Permittivitat €. Sie kennzeichnet
die Fahigkeit einer Anordnung mit gegebenen Materialien, Ladungen (= elektrischer Fluss) aufzuneh-
men.

Frage 5.1.4: Flussdichte und Feldstarke. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Flussdichte und
Feldstarke? Worin bestehen die Unterschiede? Vergleichen Sie mit dem elektrischen Stré-
mungsfeld.
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5.2. Flussdichte und Feldstarke

Folgende Abbildung zeigt zwei unterschiedlich geschichtete Dielektrika (in serieller bzw. paralle-
ler Anordnung). An die Stirnseiten sind Elektroden aufgebracht. Die Elektroden werden mit Hilfe einer
Spannungsquelle auf die Potenzialdifferenz u, gebracht.

geschichtete Dielektrika
d/f2 . ‘X
/ ) d

€
d/f2 \ 2
€
A E A
z fy 2"

Frage 5.2.1: Skizzieren Sie die Betrage (Pfeile) der Feldstarken und Flussdichten qualitativ. Berech-
nen Sie die Flussdichten Dy und D- in den Anordnungen.

Frage 5.2.2: Berechnen Sie die Feldstarken E; und E; in den Anordungen. Skizzieren sie den Verlauf
der Stromdichten und Feldstarken in der Anordnung.

Frage 5.2.3 Grenzflachen. Vergleichen Sie das Verhalten der Flussdichte und der Feldstarke an den
Grenzflachen zwischen den beiden Materialien in beiden Fallen. Welches Verhalten ist charak-
teristisch fur die Flussdichte? Welches Verhalten ist charakteristisch fiir die Feldstarke?

Frage 5.2.4. Feldstarken. Uber welchem Material ergibt sich in der seriellen Anordnung die héhere
Feldstarke? Wie hoch wére die Feldstérke bei einem Material mit hoher Permittivitat? Wie hoch
ware die Feldstéarke bei einem Material mit niedriger Permittivitat? Hinweis: Werte flr €, siehe
Aufgabe 5.1.

5.3. Ladungen als Quellen elektrischer Felder

Die Quellen elektrischer Felder sind elektrische Ladungen. Diese Aussage lasst sich in mathe-
matischer Schreibweise wie folgt formulieren:

gs DdA =Q bzw. div ]_j:p (Gleichung 4/7)
A

Die Integralform bedeutet hierbei, dass eine Oberflache, die die Ladung umschliesst, dazu ver-
wendet werden kann, diese Ladung aus der Flussdichte zu berechnen. Das spezielle Integralsymbol
mit Kringel und der Bezeichnung A fir Flache deutet auf eine geschlossene Oberflache hin (z.B. eine
Kugeloberflache). Die Differenzialform bedeutet, dass divergierende Feldlinien in einem Raumpunkt
auf eine Raumladungsdichte in diesem Punkt hindeuten.

Hinweis: Beide Schreibweisen werden hier nur dazu verwendet, diese Zusammenhange zu be-
schreiben. Diese Beschreibung in Vektorform ist vollsténdig und allgemeingiltig. Einige Bilder zur Ver-
anschaulichung der zusammenhéange finden sich in Anhang C.

Analytische Berechnungen erfolgen nur an ausgewahlten, einfachen Geometrien. Die Methoden
der Vektoranalyse (siehe Anhang B) sind hierzu nicht erforderlich. Mit Hilfe numerischer Methoden las-
sen sich jedoch beliebige Geometrien hieraus durch ein Feldsimulationsprogramm berechnen.
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5.4. Elektrisches Feld einer Raumladung

Folgende Abbildung zeigt eine punkiférmige Raumladung im Koordinatenursprung. Im Unendli-
chen wird Nullpotential angenommen. Die Permittivitat im Raum betragt e, = 1.

Ec(r)

Frage 5.4.1: Elektrische Feldstarke. Skizzieren Sie den zu erwartenden Verlauf der elektrischen Feldli-
nien (qualitative Skizze genugt). Welche Symmetrien besitzt die Anordnung?

Frage 5.4.2: In welchem Koordinatensystem wére die elektrische Feldstarke in diesem Fall am ein-
fachsten zu beschreiben (z.B. kartesische Koordinaten, Zylinderkoordinaten, Kugelkoordinaten)? Wel-
che Vereinfachung ergibt sich fiir die elektrische Feldstarke beim passenden Koordinatensystem?

Lésungsbeispiel: Kugelkoordinaten zur Diskussion, siehe Anhang C

Frage 5.4.3: Flussdichte. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der elektrischen Flussdichte und
der elektrischen Feldstarke? Kann die elektrische Flussdichte im gleichen Koordinatensystem
ebenfalls in einfacher Form beschrieben werden?

Frage 5.4.4: Berechnen Sie analytisch die elektrische Feldstarke im Abstand r auBerhalb der Ladung
Q. Hinweis: Verwenden Sie hierzu die Beziehung div D = p in der Integralform in Kombination
mit einer geeigneten Geometrie fur die Integrationsflaiche (Kugeloberflache). Welchen Einfluss
hat der Raum auf die Feldstarke E(r)? Wie groB ist das elektrische Potential ¢(r) in Abhangig-
keit der Entfernung?

Lésung: Integralform der Quellengleichung: gSﬁd_A:Q
A

In Kugelkoordinaten r = (r, a, 8) erhalt man im Abstand r erhalt fur das Flachenelement dA der Kugel-
oberflache: dA = r da r sin(8) d6 = r?sin(8) d6 da. Somit erhalt man fiir das Flachenintegral:

2n g
f fDrQSinedBdaZQZDrzmt

a=0 6=0
Mit D = ¢ E ergibt sich hieraus fiir die elektrische Feldstarke E = Q /41rer?.

Dass die Feldstarke mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt, ist somit ein reiner Effekt der Geome-
trie, bedingt durch die Verteilung auf die Kugeloberflache. Das Potential ¢(r) erhalt man durch Integra-
tion der Feldstarke.

5.5. Kapazitat eines Kugelkondensators
Es sei folgende Anordnung gegeben:

« eine kugelférmige innere Elektrode mit Radius R

« eine &uBere Elektrode als Hohlkugel mit Radius R:

* ein Dielektrikum mit Materialkonstante im Innenraum.

Die Elektroden werden auf eine Potenzialdifferenz u, gebracht. Die Anordnung stellt somit ei-
nen Kugelkondensator dar.
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Frage 5.5.1: Skizzieren Sie die Anordnung. Welche Unterschiede bestehen zum Plattenkondensator?

Frage 5.5.2: Wie verlaufen die Feldlinien des elektrischen Feldes? Wie verlaufen die Feldlinien der
elektrischen Flussdichte?

Frage 5.5.3: In welchem Koordinatensystem lassen sich E und D am einfachsten beschreiben?

Frage 5.5.4: Analytische Berechnung der Kapazitat. Berechnen Sie die Kapazitat des Kugelkondensa-
tors analytisch.

Lésungsansatz: siehe Feld einer Raumladung, Aufgabe 5.4:
Q=D4nr’ (5.5.1)
Ziel: C=Q/U,, (5.5.2)

In Gleichung (5.5.2) bedeutet U, die Potenzialdifferenz zwischen innerer und AuRRerer Elektrode. Die-
se berechnet sich aus:

-

U,=[Edr (5.5.3)

Pba?

In Kugelkoordinaten erhalt man hieraus mit der radiale Komponente E;:

R,

U,=J E,dr (5.5.3")

R1

Die radiale Komponente des Vektors E ergibt sich aus der Materialgleichung:

Er:%Dr (5.5.4)
Einsetzen von (5.5.4) in (5.5.3") ergibt
R, 1
U,=] ¢D.,dr (5.5.5)
R|
Nach Einsetzen von (5.5.1) in (5.5.5) erhalt man:
R, Q R, 1
U dr=——| =dr 5.5.6
=] mer e f . (55.6)

Hierdurch ergibt sich nach Berechnung des Integrals:

Q(l 1

4me E_E

U,=

Die gesuchte Kapazitat C erhalt man hieraus gemaf der Definition 5.5.2.

Ergebnis:
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5.6. Zusammenfassung

Stationére elektrischen Stromungsfelder und elektrostatischen Felder werden durch folgende
Gleichungen beschrieben:

Stationére elektrische Strémungsfelder:

J=oE (Gleichung 1/7)

rotH=J (Gleichung 2/7)

Elektrostatische Felder:

=eE (Gleichung 3/7)

oy O

DdA=Q bzw. divD=p (Gleichung 4/7)

Diese Gleichungen lassen sich nach folgendem Schema ordnen:

Feldgleichungen:

rotH=J
Quellen:

mvﬁzp
Materialgleichungen:

J=oE

D=cE

Die Gleichungen lassen sich wie folgt interpretieren: Die Feldgleichung zeigt den Zusammen-
hang von Stromdichte und Magnetfeld. Die Quellen elektrostatischer Felder sind Raumladun-
gen. Die Materialgleichungen beschreiben den Zusammenhang zwischen der elektrischen Feld-
stérke und den Flussdichten: der Stromdichte in leitendem Material (o), bzw. der elektrischen
Flussdichte in einem Dielektrikum (g = &, €o).
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6. Magnetische Felder

Magnetfeld stationédrer Stréme

Stromdurchflossene Leiter erzeugen magnetische Wirbelfelder:

rotﬁZT

Dieser Fall wurde bereits im Zusammenhang mit den elektrischen Strémungsfeldern dargestelit.
Hierbei wurde angenommen, daB es sich um stationdre Strdme handelt (Gleichstrom, keine zeitliche

(Gleichung 2/7)

Veranderung). In diesem Fall sind auch die Magnetfelder zeitlich unverénderlich und somit magneto-
statisch. Die Berechnung des Magnetfeldes H kann direkt aus der Stromdichte J erfolgen.

Magnetische Flussdichte

Wie im elektrischen Strémungsfeld und im elektrostatischen Feld gibt es im magnetischen Feld

ebenfalls eine Flussdichte:

B=uH

(Gleichung 5/7)

Die magnetische Flussdichte ist proportional zur magnetischen Feldstérke. Hierbei kennzeich-

net die Materialkonstante p die Permeabilitdt des Materials.

Als Ursachen magnetischer Felder kommen entweder Stréme (Gleichung 2/7) oder Permanent-
magnete (Gleichung 5/7) in Frage. Im Unterschied zu elektrischen Feldern gibt es jedoch keine Quel-

len im Sinne magnetischer Monopole:

$BdA=0 bzw. divB=0
A

(Gleichung 6/7)

Magnetische Felder sind quellenfrei in dem Sinne, dass magnetische Feldlinien immer ge-

schlossen sind und niemals von einem isolierten Pol ausgehen.

6.1. Stromdurchflossener Leiter

Folgende Abbildung zeigt den Querschnitt eines stromdurchflossenen Leiters. Der Leiter befin-

det sich auf der z-Achse des gewahlten Koordinatensystems. Der Strom betrégt |, der Leiter hat den

Radius ro.

stromdurch-
flossener Leiter

Frage 6.1.1: Skizzieren Sie das magnetische Feld im AuBeren des Leiters. Hinweis: Geben Sie hierfiir

eine Stromrichtung vor.
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Frage 6.1.2: Welche Symmetrie besitzt die Anordnung? Welche Komponente der magnetischen Felds-
tarke genlgt dieser Symmetrie? Welches Koordinatensystem wére zur Beschreibung dieser
Komponente der magnetischen Feldstérke geeignet.

Lésung: Die Anordnung ist radialsymmetrisch: Die tangentiale Komponente der magnetischen Felds-
tarke Hi(x,y,z) ist nur von der Entfernung r abhangig. Somit sind Kreiskoordinaten (Polarkoordinaten)
zur Beschreibung geeignet: Hy(x,y,z) = Hy(r).

Frage 6.1.3: Ansatz zur Berechnung der Feldstarke im AuBeren des Leiters. Wie lasst sich das Ma-
gnetfeld im AuBeren des Leiters berechnen? Beschreiben Sie den Lésungsansatz und den L6-
sungsweg.

Loésung: siehe elektrische Stromungsfelder, Aufgabe 4.6.

Frage 6.1.4: Berechnen Sie die Feldstarke im AuBeren des Leiters. In welcher Weise hangt diese
Feldstarke von der Entwerfung ab? Woraus ergibt sich diese spezielle Abhéngigkeit von der
Entfernung?

Loésung: siehe elektrische Stromungsfelder, Aufgabe 4.6.

6.2. Feldstarke und Flussdichte

In folgender Abbildung befindet sich ein Material mit der Permeabilitat p zwischen den Polschu-
hen eines Permanentmagneten. Die Anordnung besitzt die Abmessungen A = 100 mm2, d = 2,5 mm.
Als Material wird eine Stahlplatte mit der relativen Permeabilitdtszahl pur= 1000 verwendet. Als magne-

tische Potenzialdifferenz wird ein Wert von u, =1 = 10 A angenommen.
Un d | HB Material mit

Permeabilitat p,

R

Frage 6.2.1: Berechnen Sie die magnetische Feldstarke und Flussdichte. Welche physikalische Ein-
heit hat die Flussdichte?

Losung: Feldstarke H = I/d = 4000 A/m. Flussdichte: B = p, o H = 1000 * 411107 Vs/Am * 4000 A/m =
5,08 Vs/m2.).

Frage 6.2.2: Berechnen Sie den magnetischen Fluss ® und den Proportionalitdtsfaktor A zwischen
magnetischem Fluss und magnetischer Potenzialdifferenz u, = I. Wie lasst sich der Proportiona-
litatsfaktor A interpretieren?

Losung: Magnetischer Fluss ®: Die Flussdichte B multipliziert mit der Flache A ergibt ® =BA=5,03 *
10* Vs.

Interpretiert man ® =A 1, soist A=® /1=50,3 10° Vs/A (Henry) ein Indikator fiir den magnetischen
Fluss, den die Anordnung bei gegebenen magnetischer Potentialdifferenz | aufnehmen kann. Diese
magnetische Kapazitat (= Induktivitat) ist abhangig von der Geometrie der Anordnung und von den
Materialeigenschaften (u.).

Frage 6.2.3: in der oben gezeigten Anordnungen sei angenommen, dass sich ein Luftspalt der Breite d
durch mangelnde Passgenauigkeit ergibt. Fir Luft wird eine Permeabilitat pur= 1 angenommen.
Welchen Effekt hat ein solcher Luftspalt zwischen den Polschuhen? Skizzieren Sie Feldstarke
und Flussdichte zwischen den Polschuhen mit zusatzlichen Luftspalt.
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Losung: Einfluss des Materials zwischen den Polschuhen: Erhebliche Verstarkung der Flussdichte bei
Stahl (ur= 1000) gegeniiber nicht magnetischem Material, wie z.B. Luft (. = 1).

Frage 6.2.4: Ferromagnetische Stoffe. Im Unterschied zur Permittivitat €. gibt es in Bezug auf die Per-
meabilitdt p. wenig Spielraum. Es gibt im Grunde genommen nur magnetische und nicht ma-
gnetische Materialien. Bei den nicht magnetischen Materialien gibt es keine nennenswerten Un-
terschiede in der Permeabilitat: die Werte bewegen um p, = 1. Magnetische (ferromagnetische)
Stoffe besitzen deutlich gréBere Permeabilitdtszahlen ab p, > 1000.

geschichtete Materialien

d/2

Wie verlaufen magnetische Feldstérke und magnetische Flussdichte in einer geschichteten An-
ordnung zweier Materialien mit den Permeabilititen p =1 und p. = 1000? Skizzieren Sie den
Verlauf.

6.3. Induktivitat einer Leiterschleife

Wie die Kapazitat im elektrischen Fall ist die magnetische Induktivitdt eine geometrische und
stoffliche Eigenschaft einer Anordnung. Statt mit Hilfe magnetisierter Materialien (Permanentmagnete)
soll das magnetische Feld nun durch einen stromdurchflossenen Leiter erzeugt werden. Folgende Ab-
bildung zeigt eine Anordnung mit der Flache A, die durch einem Leitungsabschnitt der Ldnge b im Ab-
stand a Leiter dargestellt wird.

stromdurchflossene
Leiterschleife

Frage 6.3.1: Skizzieren Sie den Verlauf der magnetischen Feldstarke. Der Strom | wird vorgegeben.
Frage 6.3.2: Wie l&sst sich der magnetische Fluss durch die Flache A berechnen?
Frage 6.3.3: Erlautern Sie den Lésungsweg zur Berechnung der Induktivitét der Leiterschleife.

Lésung: Der Lésungsweg fuhrt vom Strom | Gber die Feldstarke H. Mit Hilfe der Permeabilitat . o
folgt aus H die magnetische Flussdichte B.
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Den magnetischen Fluss durch die Fliche A berechnet man somit aus der Beziehung ® = | B dA =,
o | H dA. Hierzu ist eine Berechnung der magnetischen Feldstarke H erforderlich. Aus dem magneti-
schen Fluss © folgt dann aus der Beziehung A = ® / | die Induktivitdt der Anordnung.

Frage 6.3.4: Berechnen Sie die Induktivitdt der oben gezeigten Leiterschleife. Erlautern Sie das Er-
gebnis in Bezug auf Materialeigenschaften und den Einfluss der Geometrie.

Lésung: Das Feld H eines mit dem Strom | durchflossenen Leiters mit Radius ro:entnimmt man entwe-
der der Literatur bzw. einer eigenen Berechnung, wie bei den stationaren Strémungsfeldern gezeigt:
H(x) =1/ 2mx.

Fir den magnetischen Fluss eines Leiters der Lange b im Abstand x = ry bis x = a erhalt man somit

aus ®;=[BdA=p,do | HAA= ((Uro I b) /211) [ (1/x) dx = ((r Mo | b) /277) In (a/ro).

Da die Anordnung symmetrisch ist, ergibt sich der gesamte Fluss beider Leiter aus ® =2 ®= ((ur Mo |
b) /1) In (a/ry). Somit betragt die Induktivitdt der Anordnung A= ® /1= ((urHob)/1T) In (alro).

Das Ergebnis zeigt, dass die Induktivitat eine Eigenschaft der Geometrie und der Materialeigenschaf-
ten ist (Abmessungen b und a, Permeabilitat y). Sie kennzeichnet die Fahigkeit einer Anordnung mit
gegebenen Materialien, magnetischen Fluss aufzunehmen.

6.4. Magnetischer Kreis

Folgende Anordnung zeigt einen magnetischen Kreis bestehend aus Erregerspule, Eisenkern,
Polschuhen und Luftspalt. Der Querschnitt der beteiligten magnetischen Komponenten ist konstant.
Die Spule soll aus N=100 Windungen bestehen, mit Strom von | = 1A.

! ] Ly |

Eisenkern

Polschuhe & Luftspalt

o

:

Der Magnet ist ringférmig mit einem AuBenradius von 10 cm und Innenradius 7 cm. Die Langen
im Mittelpunkt des Querschnitts betragen |, = 400,6 mm, I = 131,5 mm und Is = 2 mm. Fir den Eisen-
kern wird i+ = 1000 angenommen, fur die Polschuhe pr, = 100000. Die Permeabilitéat des Luftspaltes
betragt ps=1.

Qualitative Betrachtung

Frage 6.4.1: Skizzieren Sie den Verlauf der magnetischen Flussdichte. Welche Bedingungen gelten an
den Grenzflachen zwischen den Materialien?
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Frage 6.4.2: Skizzieren Sie den verlauf der magnetischen Feldstarke. Welche Bedingungen gelten an
den Grenzflachen zwischen den Materialien?

Frage 6.4.3: Welche Konsequenzen ergeben sich aus den Materialeigenschaften p.? Welchen Ein-
fluss hat die Geometrie? Wo vermuten Sie die gr6Bte magnetische Feldstéarke?

Berechnung der Feldstérken

Frage 6.4.4: Berechnen Sie die magnetischen Feldstérken H,, H, und Hs in den Abschnitten 1 (Eisen-
kern), 2 (Polschuhe) und 3 (Luftspalt) unter der Annahme, dass der Streufluss vernachlassigbar
ist.

Losung: Aus der Stetigkeit der Flussdichte (B1 = B2 = B3) folgt, dass

M1 Hi= p2Hz = ps Hs.
(F4.4.1)

Die Anordnung entspricht einer Serienschaltung der drei Abschnitte, somit gilt:

¢ Hdr=N1=100A=J H,d1+ [ H,dl+ [ H,dl=H,1,+H,L+H,l,  (F4.4.2)
1, 1, 1

Durch Einsetzen der Verhaltnisse aus Gleichung (F4.4.1) erhalt man:

100 A=NI= H 1+  H L, +u, Hl,

Hieraus errechnet sich H; und somit die tGbrigen Komponenten.

Eine numerische Berechnung zeigt folgende Ergebnisse:

0,115

Flussdichte = - o0

e T
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7. Quasistationare elektromagnetische Felder

Unter quasistationaren Feldern versteht man Felder, die zeitlich veranderlich sind. Jedoch sind
diese zeitlichen Anderungen so langsam, dass Laufzeiteffekte in der betrachteten Anordnung keine
Rolle spielen. Beispiele:

* 50 Hz Wechselstromsystem: Bei einer Ausbreitungsgeschwindigkeit von v = 300 10® m/s be-
trégt die Wellenldnge A = v/ f = 6000 km. In Anordnungen bis zu 100 km sind die Signale also
annéhernd in Phase.

* Nachrichtentechnisches System mit Datenrate 1 Mbit/s: Pro Sekunde werden 10¢ Bits Ulber-
tragen; die Dauer eines Bits betragt somit 1 ps. Bei einer Ausbreitungsgeschwindigkeit von v =
300 108 m/s betragt die Laufzeit fur eine Strecke von 30 m etwa 0.1 us. Gegenulber der Dauer
eines Bits ist diese Laufzeit vergleichsweise gering. Eine Anordnung, die klrzer als 30 m ist,
verhélt sich also annahernd synchron in dem Sinne, dass Uberall der gleiche Spannungspegel
gemessen werden kann.

Zwischen diesen genannten Beispielen bestehen erhebliche Unterschiede in der Geschwin-
digkeit der zeitlichen Veranderungen der Signale. Beide Systeme sind jedoch quasistationér im Sinne
von annédhernd synchron innerhalb der relevanten Entfernungen. Zu den Anwendungsfeldern gehéren
die Leistungselektronik, die Energieversorgung und alle niederfrequenten Schaltungen.

Fur die elektrische Feldstérke bei zeitlich verédnderlichen Systemen gilt:

g

rot]:i:—%—]? (Gleichung 7/7)

Anderungen der magnetischen Flussdichte erzeugen elektrische Wirbelfelder.

7.1. Induktionsgesetz

Gleichung (7/7) lasst sich wie folgt interpretieren: Durch eine magnetische Flussédnderung wird
ein elektrisches Wirbelfeld induziert. In Integralform gilt:

Ear:%f BdA (Integralform von Gleichung 7/7)
A

Hierbei bedeutet das Integral Uber der Flussdichte B und der durchflossenen Flache A den ma-
gnetischen Fluss @:

@=[ BdA (magnetischer Fluss)
A

Folgende Abbildung zeigt das durch die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses induzier-
te Wirbelfeld.

._i -
q>_dt{BdA

Edr£0=-d

0

sl
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Frage 7.1.1: Erlautern Sie die Begriffe magnetische Flussdichte und magnetischen Fluss. Welcher Un-
terschied besteht zur magnetischen Feldstérke?

Frage 7.1.2: Wiirde ohne zeitliche Anderung des magnetischen Flusses ein elektrisches Wirbelfeld
entstehen? Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

Frage 7.1.3: Gleichung 7/7 (fur die elektrische Feldstarke) besitzt Ahnlichkeit mit Gleichung 2/7 (fiir die
magnetische Feldstarke). Worin bestehen die Ahnlichkeiten? Welche Unterschiede gibt es?

Frage 7.1.4: Ob Wirbel auftreten, ist eine Frage des jeweils betrachteten Raumes. Erlautern Sie, war-
um in den gezeigten Integrationspfaden Wirbel auftreten oder nicht.

7.2. Elektrische Wirbelfelder

Wirde man eine Leiterschleife um den Polschenkel legen, in dem sich der magnetische Fluss
andert, so wirde das elektrische Wirbelfeld zu einem elektrischen Wirbelstrom fihren, wie in folgender
Abbildung gezeigt.

c_d s
cp_dtj"BdA

Leiterschleife

sl

Frage 7.2.1: Nennen Sie einige Beispiele, wo Wirbelfelder und Wirbelstréme entstehen.

Frage 7.2.2: Wann fuhrt ein elektrisches Wirbelfeld zu einem Wirbelstrom? Mit welcher Gleichung lasst
sich dieser Zusammenhang begriinden?

Frage 7.2.3: Wovon héngt die GréBe des Stroms ab?

Frage 7.2.4: Es sei angenommen, dass die Leiterschleife aus zwei Abschnitten mit den Widerstanden
5 Ohm und 50 Ohm besteht, wie in der Abbildung gezeigt. Welche Umlaufspannung erhalt man
zwischen den Punkten P und Q7? Berechnen Sie die Umlaufspannung in den beiden Abschnitten
sowie die gesamte Umlaufspannung. L&sst sich das Ergebnis mit Hilfe der Maschengleichung
begriinden?

Losung:

Leiterschleife

50 (2

Zwischen P und Q erhalt man 50 V, zwischen Q und P 5 V; insgesamt somit 55 Volt, Die Umlaufspan-
nung ist abhangig von gewahlten Integrationspfad.
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7.3. Ersatzschaltung fiir die Induktion

Fir den praktischen Gebrauch sind Ersatzschaltungen mit Hilfe von Spannungsquellen und dis-
kreten Komponenten R, L, und C hilfreich. Daher soll fir die Induktion eine solche Ersatzschaltung als
Netzmodell erstellt werden.

Netzwerkmodell der Induktion im Leerlauf

Die induzierte Spannung stellt in der elektrischen Ersatzschaltung (Netzwerkmodell) eine Span-
nungsquelle dar, wie in der folgenden Abbildung gezeigt. Hierbei wurde die Schreibweise im Zeitbe-
reich, sowie die Schreibweise mit komplexen Zeigern, gewahlt, wie bei Anwendungen mit fester Fre-
quenz Ublich.

it)=0

Quelle 0
d d,, u
E dt Yk
o
Eyljo)=—jod,,

Feldmodell Netzmodell

Frage 7.3.1: Erlautern Sie das Funktionsprinzip der Induktion im Feldmodell (physikalisches Modell)
und im Netzmodell (Ersatzschaltung). Welche Rolle spielt die Spannungsquelle? Hinweis: Ver-
wenden Sie den Begriff Leerlaufspannung.

Frage 7.3.2: Welchem Zweck dient diese Ersatzschaltung und fir welche Anwendungsgebiete eignet
sich? Wo sind die Grenzen dieses Modells?

Netzwerkmodell der Induktion unter Last

Bei der oben gezeigten offenen Leiterschleife fliesst kein Strom. Unter Last wiirde der Wirbel-
strom seinerseits eine Spannung an der Leiterschleife induzieren, der proportional ist zur Induktivitat
der Leiterschleife. Dieser Strom wirkt der Quellspannung entgegen.

do, di(t) _de,_ di(y)
Ei(t):—?:— T ul(t)_ dt =L dt
E(jo)=—jo®=-joLI(jo) Ufjo)=jod=joLl(jo)
i(t), l(jiw)
i i 1 w
/) i(t), I(jw) . o
Quelle \_/ O Quelle
do Uk _dao,, Ukq)
eexl( )_ - = U Eext( ) - dt U )
dt i(jw) =k(jw)
O . . O
E (jo)=—jod,, Egljo)=—jod,,
Selbstinduzierte Quellenspannung Induktiver Spannungsabfall

Frage 7.3.3: Erlautern Sie die kausale Kette, die mit einem Stromfluss verbunden ist.

Losung: Sofern ein Strom fliesst, ist dieser mit einem magnetischen Fluss verbunden, der wiederum
eine Spannung in der Leiterschleife induziert, die der urspriinglich induzierten Spannung entgegen
wirkt.
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Frage 7.3.4: Ersatzschaltung. In der oben gezeigten Ersatzschaltung kann man die selbstindizierte
Spannung entweder als Spannungsquelle oder als induktiven Spannungsabfall berticksichtigen.
Erlautern Sie die beiden Varianten in der Ersatzschaltung. Welche der beiden Varianten ist Ih-
nen aus Schaltungen mit RLC bzw. aus der komplexen Wechselstromrechnung geléufig?

7.4. Stromverdrangung (Skin-Effekt)

Im Inneren eines mit Wechselstrom durchflossenen Leiters erzeugt die Stromdichte J ein ma-

gnetisches Wechselfeld H gemai rotH=J=0E. Nach dem Induktionsgesetz erzeugt die mit
diesem Magnetfeld verbundene Anderung der magnetischen Flussdichte wiederum ein elektrisches

Wirbelfeld: rotEZ—%—}?. Dieses Feld wirkt im Inneren des Leiters dem urspriinglichen elektrischen

Feld E entgegen, wodurch der Strom dort geschwacht wird. An den Randern des Leiters wird der
Strom verstarkt. Bei hohen Frequenzen ist dieser Effekt umso ausgeprégter: der leitenden Bereich re-
duziert sich auf die Rénder des Leiters (die &uBeren Hulle, engl. Skin). Folgende Abbildung zeigt des
Zusammenhang.

stromdurchflossener Leiter

Frage 7.4.1: Qualitative Erlauterung. Skizzieren Sie die kausalen Kette und erldutern Sie den
Effekt der Stromverdrangung qualitativ. Welche praktischen Konsequenzen ergeben sich hieraus fur
die Stromfihrung in Leitern bei Wechselstrom? Welche Abh&ngigkeit von der Frequenz wird sich ver-
mutlich ergeben? Begriinden Sie Ihre Aussagen qualitativ mit den Feldgleichungen.

Bonusfragen

Die folgenden Betrachtungen sollen nur exemplarisch zeigen, was man mit den Feldgleichun-
gen anstellen kann. Die mathematischen Methoden hierfiir (Vektoranalyse) sind nicht Teil der Grundla-
gen der Elektrotechnik. Die Grundbegriffe der Vektoranalyse finden sich im Anhang dieses Skriptes.
Dennoch ermdglichen die Feldgleichungen ein qualitatives Verstédndnis der Zusammenhange und der
physikalischen Effekte.

Frage 7.4.2: Elektrisches Feld. Wie lautet die Feldgleichung des resultierenden elektrischen Feldes?
Hinweis: Verwenden Sie die beiden oben genannten Beziehungen fiir das Durchflutungsgesetz
und fir das Induktionsgesetz.

) - o -_90B_ oH . : :

Lésung: Aus rotH=cE und rotE——a——uE eliminiert man H, indem man auf die zweite

Gleichung nochmals den Operator rot anwendet und die Reihenfolge der Ableitungen vertauscht:

rotrotE:-u%rotﬁ.
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Einsetzen der ersten Gleichung ergibt: rot rotEZ—MO%—]E. Die Operation rot rot X ist gleich grad div

X —AX, wobei A den Laplace Operator bezeichnet. Da das Stromungsfeld quellenfrei ist (div J = div
oE = 0), erhalt man als Feldgleichung:
OE

AE=- o—.
P

Frage 7.4.3: Wie lautet die Feldgleichung in komplexer Schreibweise (Phasoren, fir Anwendungen mit
einer festen Frequenz)? Welche Lésung besitzt die Feldgleichung?

Losung: Feldgleichung in komplexer Schreibweise: A E= - wuoﬁz k’E

Losungen der Feldgleichung sind vom Typ E,(x) = E,(0) e* mit k =1/ +j/3. Der erste Anteil beschreibt
die Dampfung mit fortschreitender Eindringtiefe in den Leiter, der zweite Anteil beschreibt eine Pha-
sendrehung.

Frage 7.4.4: Eindringtiefe. Die Losung der Feldgleichung fuhrt auf einen Ausdruck IE(x)l = IE,(0)l e*?
fur den Betrag der elektrischen Feldstérke. Bei einer Eindringtiefe von x = & hat der Betrag der
Feldstarke somit auf den Anteil e' abgenommen. Welche Abhéngigkeit von der Frequenz be-
sitzt die Eindringtiefe 8?7 Untersuchen Sie das Ergebnis auf Plausibilitat.

Lésung: Verwendet man k2 = wop = (1/5)?, so erhalt man & = 1/ V(wop). Vervierfachung der Frequenz
f = w/21 der Wechselspannung fuhrt also zu einer Halbierung der Eindringtiefe.

Die Eindringtiefe ist aulerdem abhangig von der Leitfahigkeit und der Permeabilitdt. Diese Abhangig-
keiten erklaren sich aus der Entstehung des Effekts (Strom induziert Magnetfeld, Anderung des ma-
gnetischen Flusses () induziert elektrisches Wirbelfeld, elektrisches Wirbelfeld fihr zu Wirbelstromen
im Leiter (o).

7.5. Transformator

Bei einem Ubertrager (Transformator) wird das Induktionsgesetz gezielt dazu genutzt, um auf
der Priméarseite einen periodischen magnetischen Fluss zu erzeugen, der auf der Sekundarseite wie-
derum eine periodische elektrische Spannung induziert. Anwendungsbeispiele finden sich in der elek-
trischen Energieversorgung, bzw. zur Anpassung von Impedanzen (Verstarker an Lautsprecher).

Frage 7.5.1: Skizzieren Sie den Aufbau eines einfachen Transformators, bestehend aus Primarwick-
lung, Eisenkern und Sekundarwicklung.

Frage 7.5.2: Beschreiben Sie die Funktionsweise des Transformators. Nehmen Sie hierzu an, dass an
der Primérseite eingespeist wird, und an der Sekundarseite Leistung konsumiert wird.

Frage 7.5.3: Erlautern Sie das Funktionsprinzip mit Hilfe einer kausalen Kette beginnend mit der Vor-
gabe der Spannung auf der Primarseite.

Frage 7.5.4: Begriinden Sie das Funktionsprinzip mit Hilfe der Feldgleichungen.
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7.6. Zusammenfassung

Elektromagnetische Felder werden durch folgende Gleichungen beschrieben:

Stationére elektrische Strémungsfelder:

J=oE (Gleichung 1/7)

rotH=J (Gleichung 2/7)

Die Stromdichte ist proportional zur elektrischen Feldstérke. Hierbei kennzeichnet die Material-
konstante o die Leitféhigkeit des Materials. Die Stromdichte erzeugt ein magnetisches Wirbelfeld.

Elektrostatische Felder:

=eE (Gleichung 3/7)

DdA=Q bzw. divD=p (Gleichung 4/7)

e O

Die elektrische Flussdichte ist proportional zur elektrischen Feldstarke. Hierbei kennzeichnet die
Materialkonstante € die Permittivitdt des Materials. Die Quellen elektrischer Felder sind Ladungen.

Magnetische Felder:

Ezuﬁ (Gleichung 5/7)

§ﬁ]§dA:O bzw. divB=0 (Gleichung 6/7)
A

Die magnetische Flussdichte ist proportional zur magnetischen Feldstérke. Hierbei kennzeich-
net die Materialkonstante p die Permeabilitdt des Materials. Magnetische Felder sind quellenfrei.

Quasistationére elektromagnetische Felder:

=

rotE:-a (Gleichung 7/7)

Anderungen der magnetischen Flussdichte erzeugen elektrische Wirbelfelder.
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Diese Gleichungen lassen sich nach folgendem Schema ordnen:

Feldgleichungen:

Quellen:

Materialgleichungen:

oy <
I Il
m Q
TR 1!

we?
I

=
T

Die Gleichungen lassen sich wie folgt interpretieren:

o Feldgleichungen: Die Feldgleichungen zeigen den Zusammenhang von Feldstarke und
Strémen bzw. zeitlichen Anderungen der Flussdichten.

o Quellen: Die Quellen elektrostatischer Felder sind Ladungen. Magnetische Felder sind quel-
lenfrei.

o Materialgleichungen: Die Materialgleichungen beschreiben den Zusammenhang von Felds-
térken und Flussdichten. Materialeigenschaften werden hierbei durch die Materialkonstan-
ten beschrieben: der elektrischen Leitfahigkeit (0), der elektrischen Permittivitat (€ = €, &),
sowie der magnetischen Permeabilitat (1 = pr Ho).
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8. Klausuraufgaben

8.1. Netzwerk aus Leitwerten mit Stromquelle

Eine Stromquelle mit Kurzschlussstrom io und Leitwert G, ist an zwei Lastwiderstdnde mit den
Leitwerten G+ und G angeschlossen, wie in folgender Abbildung gezeigt. Hierbei ist G variabel. Gege-
ben sind is, Go und G;.

OB |vE M

Frage 8.1.1: Skizzieren Sie qualitativ u«(G) und i1(G), d.h. Klemmenspannung und Klemmenstrom in
Abhéangigkeit von G. Variieren Sie hierbei G im Bereich G = 0 bis G — .

Loésung: (1) Fur G —  fliesst der Kurzschlussstrom io. Die Klemmenspannung u, = 0.

(2) Fir G — 0 (Leerlauf) ergibt sich ein endlicher Wert fur i, und fir u,. Ist G4 gréRer als Go, so be-
stimmt G, den Klemmenstrom und die Klemmenspannung. Berechnung: Es gilt io = (Go + G+1) u4, wor-
aus u;, folgt. Hieraus ergibt sich dann der Klemmenstrom iy = us G.

Frage 8.1.2: Wie groB mus G gewahlt werden, damit die Stromquelle ihre maximale Leistung abgibt?
Wie groB ist die abgegebene Leistung in diesem Fall? Wie groB ist der Wirkungsgrad?

Lésung: (1) Fur eine maximale Leistungsausbeute muss (G; + G) = G, betragen. Sofern G, < G ist,
lasst sich G entsprechend einstellen. (2) Der Wirkungsgrad betragt dann 50%.

Frage 8.1.3: Wie groB mus G gewahlt werden, damit der Wirkungsgrad maximal wird? Wie groB ist die
an der Klemme umgesetzte Leistung in diesem Fall?

Lésung: (1) Im Kurzschlussfall (G— «) ist der Wirkungsgrad optimal. (2) An der Klemme wird dann
keine Leistung umgesetzt (am Leitwert G, ebenfalls nicht).

Frage 8.1.4: Berechnen Sie u{(G) und i:(G) in Abhangigkeit von G. Gegeben sind io, Go und Gj.
Losung: (1) Aus ip = (Go + G4 + G) u4 folgt us(G) =ip /(Go + G4+ G).

(2) Den Klemmenstrom i; erhalt man aus uq: i1(G) = (G1+ G) us1 =1ip (G1 + G) / (Go + G4+ G).
Frage 8.1.5: Berechnen Sie die Leistung an der Anschlussklemme in Abhangigkeit von G.
Losung: P+ = us? (G4 + G). Durch Einsetzen der Klemmenspannung aus Frage 1.4 erhalt man:
P«(G) =i¢? (G1 + G) / (Go + G4+ G)%.

Diese Leistung wird maximal fur G+ G = G,.

Frage 8.1.6: Berechnen Sie den Wirkungsgrad an der Anschlussklemme in Abhangigkeit von G.
Losung: Die von der Quelle insgesamt umgesetzte Leistung betragt P, = u? (Go +G; + G).

Der Wirkungsgrad berechnet sich aus dem Verhaltnis n =P/ Py = (G4 + G) / (Go +G4 + G).

(1) Den besten Wirkungsgrad erzielt man somit im Kurzschlussfall (G— «). (2) Fur G = 0 berechnet
sichn=G; /(Go + Gy). (3) Fir Go = (G4 + G) betragt der Wirkungsgrad somit 50%.
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8.2. Ohmsch-kapazitive Last

Folgende Schaltung zeigt eine Last mit ohmschen Anteil (R) und kapazitivem Anteil (C) an einer
Quelle mit Leerlaufspannung U, und Innenwiderstand Ra.

=

)

/
[=

Frage 8.2.1: Berechnen Sie die Impedanz Z; = U4/l;.

Frage 8.2.2: Erstellen Sie ein Zeigerdiagramm fir U; und .

Frage 8.2.3: Erstellen Sie ein Zeigerdiagramm fir alle Stréme und Spannungen der Schaltung.
Frage 8.2.4: Berechnen Sie Scheinleistung, Wirkleistung und Blindleistung an der Klemme.
Frage 8.2.5: Berechnen Sie den Leistungsfaktor cos(®).

Frage 8.2.6: Welchen Einfluss hat die Kapazitdt C auf die Klemmenspannung und den Klemmen-
strom? Welchen Einfluss hat die Kapazitat C auf die Wirkleistung an der Klemme? Hinweis:
Schétzen Sie den Einfluss zunéchst mit Hilfe der extremen Félle C = 0 und C — « ab. Betrach-
ten Sie auBerdem als N&herung Ro << R.

8.3. Zweitor

Folgende Abbildung zeigt ein LR-Glied, das zwischen den Klemmen der Quelle Uy mit Innenwi-
derstand R, und dem Lastwiderstand R: betrieben wird. Gegeben sind Uo, Ro, R», sowie R und L.

I I

_E P Y 5

U

Ic
A

Frage 8.3.1: Berechnen Sie die Spannung U in Abhangigkeit von U;. Hinweis: Betrachten Sie L als
hierzu als komplexe Impedanz.

Frage 8.3.2: Plausibilitat. Uberpriifen Sie Ihre Berechnung auf Plausibilitat, indem Sie fir C die extre-
men Félle C = 0 und C — « annehmen.

Frage 8.3.3: Ubertragungsfun_ktion. Das Verhaltnis der Ausgangsspannung U. zur Eingangsspannung
U, wird als komplexe Ubertragungsfunktion des Zweitors definiert. Berechnen Sie die Ubertra-
gungsfunktion G = U>/ U;.

Frage 8.3.4: Vereinfachte Ubertragungsfunktion. Es sei angenommen, dass der Lastwiderstand R, >>
Rist (d.h. an Klemme 2 ist eine hochohmige Schaltung angeschlossen). Welche Vereinfachung
ergibt sich hierdurch fiir die Ubertragungsfunktion?
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Frage 8.3.5: Frequenzabhangigkeit. Die Ubertragungsfunktion ist abhangig von der Frequenz, mit der
die Schaltung betrieben wird. Stellen Sie die Abhéngigkeit der Ubertragungsfunktion G(w) in Ab-
hangigkeit der Frequenz nach Betrag und Phase dar. Wie |asst sich das Verhalten abhangig von
der Frequenz charakterisieren? Hinweis: Verwenden Sie die vereinfachte Ubertragungsfunktion
(Rz2 >> R). Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis auf Plausibilitat mit Hilfe der Spezialfélle w =0 und w —
. Eine qualitative Skizze genugt.

Frage 8.3.6: Abhangigkeit des Frequenzganges von R und L. Welche Rolle spielen die Werte von R
und L im Frequenzgang der Ubertragungsfunktion G(w)?

Frage 8.3.7: Grenzfrequenz. Auf welchen Wert hat sich der Betrag der Ubertragungsfunktion 1G(w)l
bei der Frequenz wy = R/L reduziert?

Frage 8.3.8: Signalpegel und Leistung. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Ausgangs-
spannung U. an der Klemme 2 und der Leistung P, an dieser Klemme? Auf welchen Wert hat
sich der Betrag der Leistung an Klemme 2 bei der Frequenz wq reduziert?

8.4. Stromdurchflossene Leiter

Folgende Abbildung zeigt einen aus zwei unterschiedlichen Materialien geschichteten Leiter.
Die Kontaktflachen mit der Flache A wurden mit ndherungsweise ideal leitenden Elektroden versehen
und an eine naherungsweise ideale Spannungsquelle angeschlossen. Die H6he des Leiters betragt
insgesamt d, wobei die obere Hélfte aus Material mit der elektrischen Leitféhigkeit o1 besteht, das un-
tere Halfte aus Material mit der Leitfahigkeit 0.. Es sei angenommen, dass o; = 9 0 ist. Schicht 1 ist
somit der bessere Leiter.

i

d/2

04 '
WD 6,20 d

d/2

Frage 4.1: Stromdichte. Welche Stromdichte ergibt sich, wenn man in der Zuleitung den Strom |
misst? Wie verlauft die Stromdichte durch die beiden Schichten? Welchen Wert besitzt die
Stromdichte in den jeweiligen Materialien?

Lésung: Stromdichte J = I/A. (1) Die Stromdichte verteilt sich gleichmaRig auf dem Querschnitt A und
folgt der x-Koordinate. (2) Die Stromdichte in beiden Materialien ist gleich.

Frage 4.2: Elektrisches Ersatzschaltbild. Skizzieren Sie ein elektrisches Ersatzschaltbild der Anord-
nung. In welchem Verhéltnis stehen die beiden Widerstande zueinander? Ist das Ergebnis plau-
sibel?

Lésung: Serienschaltung aus R; und R;. Es gilt hierbei R ~ d/o und Somit R,/ R; = 04/ 0,. Mit den ge-

gebenen Verhaltnissen errechnet man: R,/ Ry = 9. Schicht 1 leitet um einen Faktor 9 besser, somit ist

der Widerstand um diesen Faktor geringer. Das Ergebnis ist somit plausibel.

Frage 4.3: Welche Spannungen errechnen sich aus dem elektrischen Ersatzschaltbild, wenn z.B. U, =
10 V angenommen wird?

Loésung: Es gilt Ux/Us = Ro/R; = 9. Begriindung: Serienschaltung mit Strom I=1,=l,. Wegen U, = U; + U,
ergeben sich U; = Uy Ry /(R1 + Ry) = Up/10 = 1 V und folglich U, =9 Uy /10 =9 V.
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Frage 4.4: Verlauf der elektrischen Spannung. Skizzieren Sie den Verlauf der elektrischen Spannung
in Richtung der x-Koordinate Uber der Anordnung.

Lésung: Die Spannung fallt kontinuierlich bis zu den errechneten Werten ab, d.h. im ersten Abschnitt
im 1V, im zweiten Abschnitt um 9 V.

uix) Ty,
\_—
d/4 d/2
E(x) T
- E,=9F,
| £
! | j | "X
d/a d/2 3d/4 d

Frage 4.5: Elektrischen Feldstérke. Skizzieren Sie den qualitativen Verlauf der elektrischen Feldstarke
Uber der x-Koordinate. Welcher Leiter besitzt die héhere Feldstarke? Vergleichen Sie den ver-
lauf mit dem der elektrischen Spannung. Welche Beziehung besteht zwischen Spannung und
Feldstarke?

Lésung: Es qgilt J = 01E4 = 0,E, Aus (1) folgt E, = E4 04/0, = 9 E;mit den oben gegebenen Werten. Die
groRte Feldstarke findet sich Gber dem schlechteren Material. Die Feldstarke entspricht dem fallenden
Gradienten (= Ortsableitung) der Spannung: E = - dU(x) / dx. Im ersten Abschnitt errechnet man 2
Uo/d, im zweiten Abschnitt errechnet man 18 Uo/d. Somitist E, = 9 E.

8.5. Feldstarke und Flussdichte

Ein Kondensator soll aus zwei unterschiedlichen, nicht leitfdéhigen Materialien geschichtet wer-
den, wie in folgender Abbildung gezeigt. Material 1 besitzt eine relative Permittivitdt von €, = 5, beim
zweiten Material betragt .. = 25.

c2 A2 A2

X

Der Materialaufwand fir die beiden Anordnungen C1 und C2 ist gleich. Bei Anordnung C1 wer-
den beide Dielektrika horizontal geschichtet, in Anordnung C2 vertikal.
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Die oberen und unteren Kontaktflachen mit dem Querschnitt A wurden mit ndherungsweise ide -
al leitenden Elektroden versehen und an eine konstante Spannungsquelle angeschlossen. Die H6he
der Anordnung betragt insgesamt d.

Frage 5.1: Welche Anordnung besitzt die héhere Kapazitat? Begriinden Sie lhre Entscheidung.

Lésung: Anordnung C2 mit den gegebenen Werten fir €+ und €. Begriindung:

(1) Wegen der bei C1 gegenuber C2 halbierten Entfernung und verdoppelten Flache sind die beiden
Teilkondensatoren in C1 jeweils 4 Mal so grol3 wie die Teilkondensatoren in C2.

(2) Die Anordnung (C1) entspricht einer Serienschaltung zweier Kondensatoren C+; und C4,. Die Ge-
samtkapazitat ist kleiner als die kleinere der beiden Kapazitaten.

(3) Anordnung (C2) entspricht der Parallelschaltung zweier Kondensatoren C,; und C,;. Die Gesamt-
kapazitat ist die Summe beider Kapazitaten.

(4) Es gilt wegen der Materialkonstanten in jeder Anordnung jeweils C1, =5 Cy1, bzw. C2 =5 Cp1.
(5) Somit besitzt Anordnung C2 die gréRRere Kapazitat.

Frage 5.2: Skizzieren Sie den Verlauf der elektrischen Feldstarke und den Verlauf der elektrischen
Flussdichte in beiden Anordnungen. Worin bestehen die Unterschiede? Hinweis: Seitenansicht
ohne 3D-Effekte genugt.

Lésung: (1) Anordnung C1: Die elektrische Flussdichte ist konstant wegen Kontinuitat an der Grenzfla-
che, d.h. D = Dy = D,. Somit gilt & E; = &, E,. Es gilt somit E; = 5 E,. Uber dem schlechteren Material
findet sich die grolRere Feldstarke.

(2) Anordnung C2: Die elektrische Feldstarke in beiden Teilen ist gleich (wegen der gleichen Potenzial-
differenz), d.h. E = E; = E,. Demnach sind die elektrischen Flussdichten D, = ¢, E und D, = &, E. Die
elektrische Ladungsdichte in Material 2 ist somit um eine Faktor 5 héher als im Material 1.

Frage 5.3: Berechnen Sie die Kapazitat C; der Anordnung C1.

Lésung: Definition: C1 = Q / U,. Hierbei berechnet sich die Ladung aus der Ladungsdichte D und der
Oberflache A: Q=DA=¢/E1A= &EA.

Zur Berechnung der beiden Teilkapazitaten sind die Spannungen U, und U, erforderlich. Aus den elek-
trischen Feldstarken errechnet man: U, = E;d/2 und U, = E, d/2. Somit erhalt man C4, =2 ¢;A/d und
C12 =2 EzA/d =10 E1A/d.

Die beiden Teilspannungen ergeben U, + U, = U,. Somit gilt auch U+/Q + U./Q = Uo/Q. Hieraus folgt
1/C11 + 1/C12o = 1/C;.

Man erhalt C; =2 g1&, A/ (( €1+ €) d) =5 & A/(3d).
Frage 5.4: Berechnen Sie die Kapazitat C. der Anordnung C2.

Lésung: Definition: C; = Q/ Uo. Die Ladung Q berechnet sich hierbei aus der Ladungsdichte D und der
Oberflache A: Q = D A. Fir die beiden Halbflachen erhdlt man Q,; = ¢,E A/2und Q, = &,EA/2= 5¢/E
A2.

Die Feldstarke errechnet sich zu E = Uo/d.
Somit erhdlt man Cy = ¢1A/(2d) und Cx =€, A/(2d) =5 g/ A/(2d).
Die gesamte Kapazitat betragt C, = C,1 + C, =6 €4A/(2d) = 9 €, A/(3d).
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Englisch - Deutsch

Active power
Apparent power
Capacitor
Circuit breaker
Line voltage
Inductor

Nominal power

Wirkleistung

Scheinleistung

Kapazitat

Leistungsschalter

Leiter-zu-Leiter Spannung (Effektivwert)
Induktivitat

Nennleistung

Nominal voltageNennspannung

Peak value
Phase voltage
Reactive power
Resistor
Transformer
Transmission
Voltage source
Winding

S. Rupp, 2017

Spitzenwert

Leiter-zu-Nullleiter Spannung (Effektivwert)
Blindleistung

Widerstand

Transformator

Ubertragung

Spannungsquelle

Wicklung
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Abkurzungen
AC Alternating Current, Wechselstrom
DC Direct Current, Gleichstrom
T=14 Schwingungsdauer, Periodendauer [s]
f=1/T Frequenz, Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit [1/s]

w=2rf =2r/T  Kreisfrequenz, Winkelgeschwindigkeit der Kreisbewegung [1/s]

E Energie [Joule, J, N m, W s, kg m?%/ s2]
potentielle Energie Ep = 12 k y2,
kinetische Energie, Translation Ex = ¥2 m v2,
kinetische Energie, Rotation E, = 72 J w?,
Energie elektrisches Feld Ec = 72 C U?,

Energie magnetisches Feld E. =12 L I

RMS Root mean square (Effektivwert)
Z komplexer Widerstand (Impedanz, impedance)
R Wirkwiderstand (resistance)
X Blindwiderstand (Reaktanz, reactance)
Y komplexer Leitwert (Admittanz, admittance)
G Wirkleitwert (conductance)
B Blindleitwert (susceptance)
S Scheinleistung (apparent power, in VA = Volt Ampere)
P Wirkleistung (power, in Watt)
Q Blindleistung (reactive power, in Var = Volt ampere reactive)
A Ampere
deg degrees (Phasenwinkel in Grad)
kv Kilo Volt (1000V)
kVA Kilo Volt Ampere (Scheinleistung S, im Unterschied zu kW = Wirkleistung))
kVar Kilo Volt Ampere reactive (Blindleistung, Q)
W Watt (Wirkleistung, P)
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Anhang A — Schaltungen mit RLC

Grundlagen

I=—U (Gleichung G1/7)

Allgemeiner Fall (beliebige zeitliche Abldufe)

. du,(t) )
i.(t)=C a0 (Gleichung G2/7)
di (t
u, (t)=L IQE ) (Gleichung G3/7)
Komplexe Wechselstromrechnung
Komplexe Impedanz
| U=27I1 (Gleichung G4/7)
Gleichungen der Bauelemente
Up=R[; (Z=R) (Gleichung G5/7)
U =joLl, (Z=joL) (Gleichung G6/7)
o (z= L) (Gleichung G7/7)
¢ joC=© joC
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Anhang B — Komplexe Zeiger

Phasorenschreibweise

Unter Phasoren bzw. komplexen Zeigern werden komplexe Zahlen verstanden, die bei Wechel-
stromkreisen mit sinusférmigen Signalen fester Frequenz die Phasenlage der Spannungen, Stréme
bzw. Impedanzen oder Admittanzen darstellen. Diese Interpretation vereinfacht die Berechnung von
Schaltungen, die mit konstanter Frequenz betrieben werden, im eingeschwungenen Zustand. An die-
ser Stelle seien die Grundlagen dieser Methode noch einmal zusammengefasst.

Elektrische Schaltungen werden durch Differenzialgleichungen beschrieben. Beim Betrieb mit
sinusfoérmigen Signalen fester Frequenz (harmonische Schwingung, erzwungene Schwingung) ist die
Lésung der Differenzialgleichung ebenfalls ein sinusférmiges Signal. Fur die Lésung der Differenzial-
gleichung kann man somit folgende Annahme treffen:

u(t)=tcos(wt+¢,) (A1)

Hierbei bedeuten 0 die Amplitude des Signals u(t) und ¢, den Phasenwinkel des Signals mit
Kreisfrequenz w. Fur die Phasorenschreibweise wird das Signal mit Hilfe eines Imaginarteils zu einer
komplexen Funktion erganzt.

u(t)=tcos(wt+¢,)+jlsin(wt+p,) (A.2)

Diese Konstruktion dient der Vereinfachung der Berechnung. Das urspriingliche Signal u(t) im
Zeitbereich erhélt man aus dem Realteil der komplexen Funktion, d.h. u(t) = Re{(u(t))}. Die komplexe
Schreibweise lasst sich nun mit Hilfe der Eulerschen Beziehung e®® = cos(0) + j sin(B) wie folgt um-
wandeln.

u(t)=te” e =te"e" (A.3)

Letzterer Ausdruck e beschreibt als Zeitfaktor eine Kreisbewegung mit der Frequenz w im Ein-
heitskreis (wegen le®®l = 1). Ersterer Ausdruck beschreibt die Amplitude und Phasenlage des Signals,
somit den komplexen Zeiger (bzw. Phasor) U.

u(t)=te™e'=Ue" (A.4)

Der komplexe Zeiger U enthélt keinerlei Zeitabhangigkeit mehr, sondern beschreibt Amplitude
und Phasenlage des Signals als komplexe Amplitude.

U=ie* (A.5)
Setzt man die Schreibweise
u(t)=Ue™ (A.6)

in eine Differenzialgleichung ein, so lasst sich die Zeitabhangigkeit eliminieren, da diese einheit-
lich der Beziehung e“! entspricht. Die Differenzialgleichung reduziert sich dann auf eine algebraische
Gleichung, die sich mit algebraischen Mitteln I6sen l&sst.

Koordinatensystem af3 der komplexen Erweiterung des Zeitsignals

Ein reelles Zeitsignal wird in Phasorenschreibweise wird das Signal mit Hilfe eines Imaginarteils
zu einer komplexen Signal erganzt (siehe A.1 und A.2):

u(t)=tcos(wt+¢,)
u(t)=tcos(wt+¢,)+jisin(wt+p,)

Realteil und Imaginéarteil kann man somit in der Zeigerdarstellung in der komplexen Ebene wie
in folgender Abbildung gezeigt darstellen.
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JB
uft) = i cosfwt + ¢y)
u(t) = 0 cos{wt + @) +j 0 sinfwt + @)
] uft) = (i gift + gu)
us() uft
wi + gy a
Ua(T)

Man erhdlt fir den Realteil und den Imaginarteil:
u,(t)=tcos(wt+d,)

u,(t)=tsin(ot+¢,)

Das Koordinatensystem af3 entspricht somit der komplexen Erweiterung des Zeitsignals u(t).

Koordinatensystem dq des komplexen Zeigers

Ist man nur an der Phasenlage des komplexen Zeigers interessiert, ohne die Drehbewegung mit
Frequenz w, nimmt man statt des Zeitsignals u(t) den komplexen Zeiger U als Basis, wie in folgender

Abbildung gezeigt (siehe A.5).
iq
U=l cosgy +j 0 8ingy

U=gew
Us(t) o

Ua(t)

Man erhalt fir den Realteil und den Imaginarteil:
U,=tlcos(¢,)

U (0)=asin(o,)

Wie man sieht, ist dieses Koordinatensystem statisch: es enthalt keine Drehbewegung.
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Anhang C — Elektromagnetische Felder

Elektromagnetische Felder werden durch folgende Gleichungen beschrieben:

Stationére elektrische Strémungsfelder:

J=0E (Gleichung 1/7)

rotH=7J (Gleichung 2/7)

Die Stromdichte ist proportional zur elektrischen Feldstarke. Hierbei kennzeichnet die Material -
konstante o die Leitféhigkeit des Materials. Die Stromdichte erzeugt ein magnetisches Wirbelfeld.

Elektrostatische Felder:

=cE (Gleichung 3/7)

D
45 DdA =Q bzw. div ]3=p (Gleichung 4/7)
A

Die elektrische Flussdichte ist proportional zur elektrischen Feldstarke. Hierbei kennzeichnet die
Materialkonstante € die Permittivitdt des Materials. Die Quellen elektrischer Felder sind Ladungen.

Magnetische Felder:

E:Mﬁ (Gleichung 5/7)

$BdA=0 bzw. divB=0 (Gleichung 6/7)
A

Die magnetische Flussdichte ist proportional zur magnetischen Feldstarke. Hierbei kennzeich-
net die Materialkonstante p die Permeabilitat des Materials. Magnetische Felder sind quellenfrei.

Quasistationére elektromagnetische Felder:

rotE=- P (Gleichung 7/7)

Anderungen der magnetischen Flussdichte erzeugen elektrische Wirbelfelder.
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Diese Gleichungen lassen sich nach folgendem Schema ordnen:

Feldgleichungen:
rotH=J
rotf=-28
ot
Quellen:
mvﬁzp
divB=0
Materialgleichungen:
J=0E
D=cE
B=uH

Die Gleichungen lassen sich wie folgt interpretieren:

o Feldgleichungen: Die Feldgleichungen zeigen den Zusammenhang von Feldstarke und
Strémen bzw. zeitlichen Anderungen der Flussdichten.

o Quellen: Die Quellen elektrostatischer Felder sind Ladungen. Magnetische Felder sind quel-
lenfrei.

o Materialgleichungen: Die Materialgleichungen beschreiben den Zusammenhang von Felds-
térken und Flussdichten. Materialeigenschaften werden hierbei durch die Materialkonstan-
ten beschrieben: der elektrischen Leitfahigkeit (0), der elektrischen Permittivitat (€ = €, &),
sowie der magnetischen Permeabilitat (1 = pr Ho).
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Anhang D — Geometrische Berechnungen

Kreisumfang

Der Kreisumfang berechnet sich aus der Summe der Linienelemente dl =r d¢

2m

gﬁdlz f rdp=2mr

=0

Kreisfldche

Die Kreisflache berechnet sich aus der Summe der Flachenelemente dA=r d¢ dr

2n r
fdAz f f rdrde=mr’
A ¢=0r1=0

Folgende Abbildung illustriert das Prinzip.

Kreisumfang = e Kreisfldche ¥ f

di=rdp

Oberfldache einer Kugel

Die Oberflache einer Kugel berechnet sich aus den Flachenelementen dA = (r d8) (r sin(B) do)
auf der Kugeloberflache

2n n
fﬁdAz f f r’sinfddde=4mnr’
A 9=06=0
Zur Definition des Flachenelementes werden Kugelkoordinaten gewéhlt, wie in folgender Abbil-
dung gezeigt.

Kugel- z
volumen

Kugel- z
oberfliche

dl, = rdo
dl, =rsind do
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Volumen einer Kugel

Das Volumen einer Kugel berechnet sich aus den Volumenelementen dV = (r d8) (r sin(6) do)
dr (siehe vorausgegangene Abbildung rechts).

2n g T
= i _4n
JdV—f f frzdrsmeded(p— 3 r’

¢=00=0r=0
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Anhang E — Mathematischer Hintergrund

Gradient

Der Gradient beschreibt die Steigung der skalaren Funktion s im angegebenen Raumpunkt,
abhéngig vom gewahlten Koordinatensystem (kartesisch, polar etc.). In kartesischen Koordinaten wir
der Gradient gebildet durch:

V=grads=Vs=09s/dxex +3s/dy e,+ds/oz e,
Die Gradient beschreibt ein Vektorfeld (Feldlinien).

Divergenz
Die Divergenz beschreibt die Quelldichte des Vektorfeldes V im angegebenen Raumpunkt, d.h.
wie viele Feldlinien in einem Raumpunkt entstehen.

s=divV =VYV =9V,/dx + dV,/dy + dV,/dz

Die Divergenz ist eine skalare GroBe.

Nabla Operator V
Der Nabla-Operator ist ein Kurzel fur partielle Ableitungsoperationen in vektorieller Schreib-
weise (z.B. Ableitungen nach den Raumrichtungen in kartesischen Koordinaten):

V =9/0x ex + 9/dy e, + d/dz e,

Hierbei bedeuten e,, e, und e, Einheitsvektoren in den Richtungen x, y, und z (kartesische
Koordinaten). Die Divergenz oben ist als Skalarprodukt des Nabla-Operators mit dem Vektorfeld zu
verstehen.

Rotation

Die Rotation beschreibt die Wirbeldichte eines Vektorfeldes V im angegebenen Raumpunkt. Die
Rotation ist eine vektorielle GrdBe, ergibt also in jedem Raumpunkt einen Vektor W, der Richtung und
Stérke der Wirbel des Vektorfeldes V beschreibt.

W =rot V = Vx V = e, (V. - 0V,/0z) + e, (V./9x - 0V,/dz) + €, (dV,/dx - V,/dy)

Die Rotation lasst sich als Vektorprodukt (Kreuzprodukt) des Nabla-Operators mit dem
Vektorfeld beschreiben.

Laplace Operator A
Der Laplace Operator A steht als Kiirzel fir die Operation

As=divgrads bzw.
AV =e.(divgrad V,) + e,(divgrad V,) + e,(divgrad V,)

Der Laplace Operator kann sowohl auf eine skalare GréBe angewendet werden (z.B. ein
skalares Potential) als auch komponentenweise auf einen Vektor (z.B. ein Vektorpotential). Ergebnis
ist entweder wiederum eine skalare GréBe, oder wiederum ein Vektor.
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Anhang F — Interpretation der Feldgleichungen
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Materialgleichungen an Grenzflachen

Erl (i) +q
Ll_l_l_ D, = D, 4_1_1_1—1
€ 6

.y

.....

G AR e e
o I'lrl - e

Integralgleichungen als Formatvorlagen

¢ BdA=0

0
et}
=4
Il
o

0
e}
=4
H*
o
Il
S
S
Il
[=9

> —

wsl
Q"l

S. Rupp, 2017 T2ELG2002.1 60/60



	Grundlagen der Elektrotechnik 3
	Vorlesung und Übungen
	1. Grundlagen
	1.1. Spannungsquelle
	1.2. Stromquelle
	1.3. Ersatzimpedanzen
	1.4. Einspeisung ins Netz
	1.5. Widerstandsnetzwerk
	1.6. Variable Last

	2. Schaltungen mit RLC
	2.1. Kapazität
	2.2. Induktivität
	2.3. Zweitor
	2.4. Einschalten und Ausschalten

	3. Komplexe Wechselstromrechnung
	3.1. Schaltungen mit RLC
	3.2. Komplexe Impedanzen
	3.3. Ohmsch-induktive Last
	3.4. Ohmsch-kapazitive Last
	3.5. Kompensation
	3.6. Zweitor

	4. Elektrische Strömungsfelder
	4.1. Physikalische Zusammenhänge
	4.2. Heizdraht
	4.3. Flussdichte und Feldstärke
	4.4. Strömungsfeld
	4.5. Einfluss der Geometrie
	4.6. Stromdurchflossener Leiter

	5. Elektrostatische Felder
	5.1. Plattenkondensator
	5.2. Flussdichte und Feldstärke
	5.3. Ladungen als Quellen elektrischer Felder
	5.4. Elektrisches Feld einer Raumladung
	5.5. Kapazität eines Kugelkondensators
	5.6. Zusammenfassung

	6. Magnetische Felder
	6.1. Stromdurchflossener Leiter
	6.2. Feldstärke und Flussdichte
	6.3. Induktivität einer Leiterschleife
	6.4. Magnetischer Kreis

	7. Quasistationäre elektromagnetische Felder
	7.1. Induktionsgesetz
	7.2. Elektrische Wirbelfelder
	7.3. Ersatzschaltung für die Induktion
	7.4. Stromverdrängung (Skin-Effekt)
	7.5. Transformator
	7.6. Zusammenfassung

	8. Klausuraufgaben
	8.1. Netzwerk aus Leitwerten mit Stromquelle
	8.2. Ohmsch-kapazitive Last
	8.3. Zweitor
	8.4. Stromdurchflossene Leiter
	8.5. Feldstärke und Flussdichte
	8.6. ...
	8.7. ...
	8.8. ...


