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1. PID Regler

1.1. Steuerung

Eine einfache Moglichkeit, die Drehzahl eines Gleichstrommotors einzustellen, zeigt folgende
Abbildung. Hierbei wird die Spannung an den Anschlussklemmen durch ein Stellglied variiert.

STH ] &=

Sollwert Uy Drehzahl
— Stellglied »  Motor +—

Bild 1.1 Steuerung

Im Gleichstrommotor wird ein Gleichgewicht zur Ankerspannung Ui hergestellt durch eine
drehzahlabhéngige, im Erregerfeld induzierte Spannung. Die Drehzahl w des Motors ist somit im
eingeschwungenen Zustand proportional zur Ankerspannung: w = k U,

Fir einen Motor mit konstanter Erregung (z.B. Permanentmagnet im Stator) ist das
Drehmoment des Motors proportional zum Ankerstrom. Das Drehmoment stellt sich also bis zur
magnetischen Sattigung (bei Nennspannung) auf die Last ein (d.h. auf das geforderte Drehmoment).
Die Drehzahl bleibt somit auch bei Lastédnderungen gut bei dem Uber U1 eingestellten Wert.

Somit genugt in vielen Féllen bei Gleichstrommotoren eine Steuerung: die Drehzahl wird durch
Vorgabe eines Sollwertes Uber ein Stellglied eingestellt. Die Anpassung an Lastschwankungen
Ubernimmt in diesem Fall der Motor selber.

Lastabhéngige Drehzahl

Folgende Abbildung zeigt ein Ersatzschaltbild des Ankerkreises.

uL-Ld—f up=Ri(t)

Lastmoment M.

<—
Drehzahl f

U4

Bild 1.2 Elektrisches Ersatzschaltbild des Motors (Ankerkreis)
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Die Induktivitdt L des Ankerkreises ist nur beim Einschalten relevant und kann daher hier
zunachst vernachléssigt werden. Im eingeschwungenen Zustand verbleiben jedoch die ohmschen
Verluste. Drehzahlabhéngig ist die induzierte Spannung Uing. Es gilt:

® =k Uing (1.1)
Unter Berucksichtigung des ohmschen Spannungsabfalls erhalt man:
Ui=1"R+ Uing (1.2)

Mit wachsender Last verringert sich die Drehzahl durch den ohmschen Spannungsabfall, der
durch den gréBeren Laststrom verursacht wird. Hierdurch reduziert sich bei konstanter
Ankerspannung U; die induzierte Spannung Uing. Die eingangs verwendete Beziehung w = k U4 gilt im
Leerlauf (I = 0).

Fir den Ankerstrom erhélt man aus der Maschengleichung oben: | = Ui /R - Uind/R = U1 /R -
w /kR. Der Ankerstrom ist proportional zum Lastmoment. Als Kennlinie des Drehmoments Uber der
Drehzahl erhalt man den in der folgenden Abbildung gezeigten Verlauf.

Ankerstromi ~ Lastmoment M.
io | Anlaufstrom
~ 1R e R Kleiner
\“'\
R gréRer Ry
) ’x\'\.;
. Leerlauf
fo~ Drehzahl f

Bild 1.3 Drehmoment-Drehzahl Kennlinie

Die Drehzahl des Motors in Abhéngigkeit der StellgroBe Us lasst sich durch Umformen der
Stromgleichung wie folgt beschreiben: w = k U; - i k R, wobei die Konstante k aus der Leerlauf-
drehzahl wo und der Nennspannung Uio folgt: k = wo/U10. Da das Drehmoment proportional zum
Ankerstrom ist, gilt:

w=kUr - kM= kUi - ko (ML+ Jw) (1.3)

Das Drehmoment des Motors entspricht dem Drehmoment der Last M plus der Anderung des
Drehimpulses des Ankers (Rotors) bedingt durch dessen Tragheitsmoment.

Ubung 1.1: Fiir einen Motor sind folgende KenngréBen gegeben: Nenndrehzahl 3000 pro Minute,
Nennstrom 3A, Nennleistung 45 W, Nennspannung 24 V, Tragheitsmoment des Rotors 600 gcm?.
Berechnen Sie: (1) die induzierte Spannung Uind im Nennbetrieb, (2) den Ankerwiderstand R, (3) das
Nennmoment, (4) die Leerlaufdrehzahl, (5) den Anlaufstrom, (6) das Anlaufmoment. Hinweis:
Vernachlassigen Sie das Tragheitsmoment des Rotors.

Ubung 1.2: Einstellung der Drehzahl unter Last. Fiir den Motor mit den Kennzahlen aus Ubung 1.1 soll
die Drehzahl mit Hilfe der Ankerspannung fir ein gegebenes Drehmoment eingestellt werden. Wie
berechnen Sie die Ankerspannung Us fiir eine gegebene Drehzahl und ein gegebenes Drehmoment?
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Ubung 1.3. Lastéanderungen. Spielt das Tragheitsmoment des Rotors beim in Ubung 1.1 gegebenen
Motor eine Rolle? Geben Sie bei konstanter Ankerspannung U+ einen Lastsprung um ein gegebenes
Drehmoment vor und berechnen Sie die Anderung des Drehimpulses.

Lésung zu Ubung 1.1:

. PN = Uinan In: hieraus folgt Uingn =45 W/ 3A=15V

. Un = In * R + Uinan: hieraus folgt R = (24V -15V)/3A=3 Q

. Pn = Mn * wn: hieraus folgt My = 45 W/ (250 1/s) = 0,143 Ws = 0,143 Nm

. f ~ Uind, somit gilt fo/fn = Un/Uinan: hieraus folgt fo = 3000 1/min * 24V/15V = 4800 1/min
. Im Anlauf ist Uing = 0, hieraus folgt: In=UnR=24V/3Q=8A

. M ~ |, somit gilt Ma/Mn = Ia/In: hieraus folgt Ma = (8A/3A) * My = 0,381 Nm

Lésung zu Ubung 1.2: Vorgegeben sind My, 1, gesucht ist Us.

. M ~ |, somit gilt M1/Mn = l1/In: hieraus folgt 11 = In * M1/Mn
. f1/fn = Uind1/Uinan

. Uy folgt aus Gleichung (1.2): U1 =1 * R + Uinan * f1/fn

Lésung zu Ubung 1.3: Vorgabe z.B. Lastsprung von My auf M1 = 0,5 My innerhalb At = 20 ms.
. Strom bei M (sieche Ubung 1.2): l1 = In * Mi/Mn = 0,5 In

. Uy = Un bleibt konstant, Uing1 erhdht sich gemaB Gleichung (1.2): Un = 0,5 In R + Uinds

. Uinet =Un-0,5INR=24V-15A*3Q=19,5V

. Anderung der Drehzahl: fi/fx = Uing1/Uingn hieraus folgt f1 = 19,5/15V * 50 1/s = 65 1/s

. Jw'=J 2 Af /At =J 2 15/0,02 (1/s2) =J * 4710 (1/s2) = 0,28 kg m?/s2 = 0,28 Nm

. Die Tragheit des Rotors ist fir den vorgegebenen Lastsprung relevant.

Physikalisches Modell der Regelstrecke

Der Motor mit den beschriebenen Eigenschaften und das Lastmoment sollen nun als Regel-
strecke fir die Steuerung betrachtet werden. Statt einzelne Arbeitspunkte manuell zu berechnen, soll
ein Modell der Motors zusammen mit einem vorgegebenen Lastprofil in Form einer Tabellenkalkulation
als Modell der Regelstrecke erstellt werden. Es werden hierfiir die Parameter des Motors aus Ubung
1.1 verwendet.

Zur Erstellung des Modells werden zunéchst die KenngréBen des Motors als Variable in die
Tabellenkalkulation eingetragen. Auf diese Weise lassen sich spater die Motoreigenschaften leicht
verandern. Weiterhin wird ein Zeitintervall vorgegeben, zu dem Messpunkte errechnet werden
(beispielsweise At = 10 ms, so dass man bei 20 ms pro Umdrehung 2 Messpunkte erhalt). Als
EingangsgréBen werden verwendet: (1) ein Index k fir die Zeitintervalle k * At, (2) das Lastmoment
ML in Abhangigkeit des Index k. Fir K und ML wird hierzu jeweils eine Spalte in der Tabellenkalkulation
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verwendet, wobei der Index k z.B. von 0 bis 99 Uber 100 Stitzstellen verlauft (entsprechend 10
Umdrehungen). Die Ankerspannung Ui ist ebenfalls eine Eingangsvariable, wird aber bei der
Steuerung Uber den Index k nicht variiert, sondern bleibt fest eingestellt. Aus AusgangsgréBe dient (3)
die Drehzahl f geméaB Gleichung 1.3.

Ubung 1.4: Erstellen Sie eine Tabellenkalkulation nach der oben beschriebenen Vorgehensweise.
Gehen Sie hierzu vor wie in Ubung 1.2 (M => | => Uing => f). Analysieren Sie das Verhalten der
Steuerung bei Vorgabe eines willkirlichen Lastprofils (z.B. einen Lastsprung bei Index k = N. Welches
Verhalten zeigt die Regelstrecke bei einem durch die Steuerung fest eingestellten Sollwert? Hinweis:
Verwenden Sie eine Grafik. Folgendes Schema soll als Muster fur einen méglichen Aufbau eines
Arbeitsblattes in der Tabellenkalkulation dienen.

Motor Nenndrehzahl ~ fN 3000 rpm abgeleitete GroRen:
Nennstrom IN 3A Drehmomen MN 0,143 Nm
Nennleistung PN 45 W Uind Nenn  UindN 15,000 V
Nennspannung UN 24 V Ankerwiders R 3,000 Ohm
Tragheitsmomen J 60 1,00E-06 kg m2 Drehzahl N 50,000 1/s
k = wO/UN= wN/UindN 20,95 1/Vs
[Sollwert ~ Ankerspannung U1 24 V | k2=k*R*IN/MN 1316,29 1/VAs2
|Mode|l Zeitintervall At 0,01 s 2 Messpunkte pro Umdrehung bei fN |
ohne Tragheitsmoment des Rotors mit Tragheitsmoment des Rotors |
Index k ML/MN | Uind Drehzahl f f/fN wi(k) f(k) [rpm] f(k)/fN  Jw(k)=a* Ul-b* ML+ c* w(k-1)
-1 0 0 0,00 Startbedingung: Stillstand |
0 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 45,91 438 0,15
1 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 86,65 827 0,28
2 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 122,82 1173 0,39
3 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 154,92 1479 0,49
4 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 183,42 1751 0,58
5 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 208,71 1993 0,66

Ubung 1.5: Modifizieren Sie die Tabellenkalkulation aus Ubung 1.4 so, dass das Tragheitsmoment des
Rotors bertcksichtigt wird. Verwenden Sie hierzu Gleichung (1.3). Welchen Einfluss hat das
Tragheitsmoment des Rotors auf Lastspriinge? Hinweis: Verwenden Sie die Konstanten k und k2, die
sich in der Tabellenkalkulation numerisch leicht berechnen lassen. Ersetzen Sie die Ableitung w‘ durch
die Differenzengleichung w‘ = Aw /At = (w(k) - w(k-1)) /At. Formen Sie die Gleichung nach w(k) um.
Verwenden Sie eine Grafik zum Vergleich mit Ubung 1.4.

Folgende Abbildung zeigt eine mit Hilfe eines Programms zur Tabellenkalkulation erzeugte
Grafik. Hierbei wurden die Kennzahlen des Motors aus Ubung 1.1 verwendet. Fest vorgegeben
wurden: Uy = Un =24V, At = 0,01 s (d.h. zwei Messwerte pro Umdrehung), Startbedingung: Stillstand
(bei Index k = -1 wurde w(-1) = 0 vorgegeben). Das Lastprofil M(k) wurde abhangig vom Index K in
drei Stufen vorgegeben, wie im unteren Teil der Abbildung zu erkennen ist.
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ohne Tragheitsmoment Drehzahl f (rpom)

) -

Sollwert

mit Tragheitsmoment

Anlauf aus dem Stillstand

Ur = Un

Drehzahl f/fn

. :

Lastmoment M/My

Ur = Un

Bild 1.4 Verhalten des Motors bei wechselnder Last (aus dem Modell berechnet)

Wie man aus der Abbildung erkennt, startet der Motor aus dem Stillstand mit halber Last (M/
Mn= 0,5. Nach dem Anlaufen erhoht sich die Drehzahl Gber den gewlinschten Sollwert (Nenndrehzahl)
hinaus. Die Last springt dann auf den Wert der Nennlast (M/Mn=1). Die Drehzahl erreicht unter dem
Einfluss der Tragheit des Rotors den Sollwert. Anschliessend sinkt die Last auf 0,8 Mn, wodurch sich
die Drehzahl wiederum erhoht. Die Drehzahlschwankungen bewegen sich bei diesem Motor im
Bereich von 30% bei Lastschwankungen von 50%.

1.1. Regelung

Mochte man die Drehzahl genauer bzw. ohne Kenntnis der Regelstrecke einstellen, ist eine
Messung der tatsadchlichen Drehzahl erforderlich. Ein Drehgeber liefert die aktuelle Drehzahl. Die
Abweichung vom vorgegebenen Sollwert wird durch einen Regler minimiert. Der Regler wirkt hierzu
auf das Stellglied solange ein, wie sich die Regelabweichung reduzieren lasst.

Kennzeichen eines Regelkreises ist die Riickkopplung: der gemessene aktuelle Wert wird mit
dem Sollwert verglichen. Die Abweichung dient als Kriterium fir das Einwirken des Reglers. Folgende
Abbildung zeigt eine mogliche Erweiterung der Steuerung zu einer Regelung der Drehzahl.

Drehgeber Last
Regelung U, I——
F Y F Y
Drehzahl
Istwert

Sollwert

Bild 1.5 Erweiterung der Steuerung zu einer Regelung
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Die Regeleinrichtung bewertet die Abweichung der Drehzahl vom gewiinschten Sollwert und
wirkt Uber das Stellglied auf den Motor ein, indem sie die bisher konstant gehaltene Ankerspannung in
geeigneter Weise verstellt. In der Praxis wirde man flr eine digitale Regelung die Ankerspannung
durch Pulsweitenmodulation verstellen, also ein digitales Schaltelement als Stellglied verwenden. Das
Prinzip ist jedoch gleich. In der Regelungstechnik sind fur Regelkreise die in folgender Abbildung
gezeigten Begriffe gebrauchlich.

l Last (Stoérgrofle)

e(k) Uy Drehzahl
Sollwert | Regler » Stellglied »  Motor N
- Messpunkt
~__ 7
Istwert Regelstrecke
Regeleinrichtung

Bild 1.6 Regelkreis

Der Motor bildet die Regelstrecke. Die wechselnde Last ist nicht voraus kalkulierbar und wirkt
daher als StoérgrdoBe auf die Regelstrecke ein. Der Messpunkt, die Bildung der Differenz aus Sollwert
und Istwert, sowie der Regler gehdren zur Regeleinrichtung. Unter dem Regler wird der Teil
verstanden, der auf die Regelabweichung reagiert und auf das Stellglied einwirkt. In der Abbildung
wird die Ruckkopplung in Form der Regelschleife deutlich.

1.2. P-Regler

Fir den Regler ist nun zu definieren, in welcher Weise er auf die Regeldifferenz (die
Abweichung des gemessenen Istwertes vom Sollwert) reagieren soll. Im einfachsten Fall soll fur die
Drehzahlregelung bei einer Abweichung von der Solldrehzahl die Ankerspannung proportional zur
Regelabweichung angehoben oder gesenkt werden. In diesem Fall spricht man von einem
Proportionalregler, kurz: P-Regler.

Den P-Regler kann man durch den Faktor beschreiben, mit dem er die Regelabweichung
bewertet. Der P-Regler lasst sich also durch folgende Gleichung beschreiben:

ur(k) = Kp * e(k) (1.4)

Hierbei bezeichnet e(k) die Regeldifferenz, Kp den Proportionalitatsfaktor des Reglers, und
ur(k) die AusgangsgrdéBe des Reglers. In dieser normierten Schreibweise ist die AusgangsgréBe ur(k)
= 0, wenn der Sollwert erreicht ist. Auf positive Regeldifferenzen (Istwert kleiner als Sollwert) reagiert
der Regler mit positivem Ausgangssignal, er mdchte den Istwert also nach oben treiben. Umgekehrt
reagiert er auf negative Regeldifferenzen (Istwert Uberschreitet den Sollwert) abschwachend auf die
Regelstrecke.

In der normierten Schreibweise ist der Reglerausgang gleich Null, wenn der Istwert auf Soll ist
(Regeldifferenz gleich Null). Im Falle der Drehzahlregelung soll in diesem Fall die Ankerspannung
gleich der Nennspannung sein. Die StellgréBe U1(k) errechnet sich also aus folgender Gleichung.

U1(k) =Kp * e(k) +Un (1.5)
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Ubung 1.6: Ergénzen Sie Ihr Modell der Regelstrecke in der Tabellenkalkulation um den Regler.
Wabhlen Sie fir Kp einen geeigneten Wert. Vergleichen Sie das Verhalten der Regelstrecke mit Regler
mit dem Verhalten ohne Regler aus Ubung 1.5. Hinweis: Am einfachsten kopieren Sie das Arbeitsblatt
der Steuerung in ein neues Arbeitsblatt Regelung. So bleibt Ihnen die ungeregelte Strecke erhalten.
Fiar den Regler ergénzen Sie eine Spalte fur die Regeldifferenz e(k), sowie eine Spalte fur den Regel-
algorithmus gemé&B Gleichung (1.5). Verwenden Sie eine Grafik.

Folgende Abbildung zeigt das Verhalten der Regelstrecke mit dem P-Regler. Wahrend bei
halbem Lastmoment die ungeregelte Strecke (siehe Abbildung 1.4 unten) eine Abweichung von ca
30% zeigte, ist diese Abweichung mit dem gewahlten Proportionalitdtsfaktor des Reglers deutlich
geringer. AuBerdem schwingt die Regelstrecke deutlich schneller auf Lastadnderungen ein. Einsatz des
Reglers verbessert die Einhaltung der Sollfrequenz und das Zeitverhalten deutlich. Allerdings erkennt
man auch, dass der P-Regler Abweichungen vom Sollwert nicht ausregelt.

1,2
P-Regler: schnell

1 T e

06 = ML/MN
ur(k) = Ke*e(k) “re(k)

0.4 f(K)/FN
Ke=24V

U1(k) = ur(k) + Uy

-0,2

Bild 1.7 Drehzahlregelung mit P-Regler

Das in der Abbildung oben gezeigte Verhalten des Reglers ist in Bezug auf folgende Anwen-

dungsfélle interessant:

. Fuhrungsverhalten: Wie folgt der Regelkreis Anderungen der FiihrungsgréBe? Die
FlhrungsgréBe ist in diesem Beispiel die durch den Sollwert vorgegebene gewiinschte
Drehzahl (Frequenz fs). Die FlhrungsgréBe é&ndert sich im abgebildeten Fall beim
Einschalten: Sie folgt einer Sprungfunktion (im abgebildeten MaBstab fs/fn dem
Einheitssprung). Die Drehzahl des Regelkreises schwingt sich nach dem Einschalten
ohne Uberschwinger etwas oberhalb des gewiinschten Wertes ein. Bei einer Regelung
auf einen festen Wert der FUhrungsgroBe ware das Fihrungsverhalten hiermit
beschrieben. Bei einer Folgeregelung (variable FihrungsgréBe, hier: Vorgabe einer
variabel einstellbaren Drehzahl) beschreibt das Fuhrungsverhalten die Gite, mit der der
Regelkreis den Vorgaben folgt.

. Stérverhalten: Wie kompensiert der Regelkreis Anderungen der StérgréBe? In der
Abbildung spielt die variable Last die Rolle der StorgroBe. Das Stérverhalten beschreibt,
wie gut der Regelkreis Lastwechsel ausregelt. Das Storverhalten zeigt sich in der Abbil-
dung also an den Lastwechseln, wobei die FihrungsgroBe hierbei konstant gehalten
wurde.
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In Gleichung (1.4) wurde der Regelalgorithmus des P-Regler in zeitdiskreter Schreibweise
angegeben, so wie man ihn bei einer digitalen Regelung programmieren wirde. Zur Erlduterung der
Funktionsweise ist die Darstellung im Zeitbereich hilfreich.

ur(t) = Kp * e(t) (1.6)

In dieser Darstellung lasst sich der P-Regler als System interpretieren, das aus der Eingangs-
gréBe e(t) die AusgangsgréBe ur(t). Das System lasst sich im Zeitbereich z.b. beschreiben durch
seine Impulsantwort oder Sprungantwort. Dem System ldsst sich mit Hilfe der Laplace-Trans-
formation eine Ubertragungsfunktion G(s) zuordnen. Folgende Abbildung zeigt die Sprungantwort und
die Ubertragungsfunktion des P-Reglers.

Regel- Regler- | Ubertragungsfunktion
differenz ausgangs- | |
groBe
GR - Kp
et) —— Gr [—> UR(t)

Regler Sprungantwort
ur(t) = Kp * e(t)

ur(k) = Kp * e(k)

Bild 1.8 P-Regler als System mit Sprungantwort und Ubertragungsfunktion

In diesem einfachen Fall wéare die Impulsantwort des Systems ugri(t) = Kp * &(t). Die Laplace-
Transformation der Impulsantwort ergibt als Ubertragungsfunktion Gr(s) = Ke, den Proportionalitéts-
faktor des Reglers. Wie man dem Regelalgorithmus entnimmt, folgt der Regler einem Einheitssprung
Eingang ebenfalls proportional mit Kp (siehe Sprungantwort).

1.3. I|-Regler

Beim I-Regler deutet der Name auf eine Integration hin (als sogenanntes Integrations-Glied
bzw. kurz I-Glied in einer Signalkette). Integriert wird hierbei die Regeldifferenz Uber der Zeit. Der
Regler lasst sich durch folgende Gleichung beschreiben.

ur(t) =K *fe(t) dt mit T = 0 bis t (1.6)

Der Regler summiert (integriert) die Regelabweichungen aus der Vergangenheit bis zum Zeit-
punkt 1=t und bewertet diese Fehlersumme mit der Reglerkonstanten K. In zeitdiskreter Schreibweise
ersetzt man das Differenzial dt durch das Abtastintervall At. Das Integral ber den Abtastwerten e(k)
ist die Summe der Abtastwerte. Er ergibt sich folgende Gleichung fir den I-Regler.

ua(k) =K * At* Ze() miti=0, ..,k (1.7)

Ubung 1.7: Ergénzen Sie in lhrer Tabellenkalkulation den I-Regler. Wahlen Sie den Reglerkoeffizien-
ten Ki in geeigneter Weise und testen Sie den Regler an der Regelstrecke. Vergleichen Sie das
Regelverhalten mit der ungeregelten Strecke und mit dem P-Regler. Hinweis: Ergénzen Sie einfach
den P-Regler um eine zusatzliche Spalte fir den I-Regler. Verwenden Sie eine Grafik.
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Beim I|-Regler wirken Regelabweichungen wegen der Integration dauerhaft auf das Regel-
verhalten. Auf diese Weise regelt der |-Regler Regelabweichungen aus. Ein Vergleich mit dem P-
Regler zeigt aber auch, dass der I-Regler deutlich langsamer reagiert. Folgende Abbildung zeigt einen
Testlauf mit den in der Abbildung genannten Reglerparametern.

2
) I-Regler: regelt aus
1 [sewwennnweeeay)
/ I aML/MN
05 . “elk)
ur(k) = Ki* At * Z e(k) fik)/iN
o F 53 63 A5 A2 £9 U1 24 7S 7 M EL &5 2% &/ 89 B2 935 35 97 99101
s K *At=3,6V

U1(k) = ur(k) + Un

Bild 1.9 Drehzahiregelung mit I-Regler

Wenn man den |-Regler als System interpretiert, kann man ihn ebenfalls durch seine Ubertra-
gungsfunktion und Sprungantwort beschreiben. Das Abbild der Integration im Laplace-Bereich ist der
Quotient 1/s. Insgesamt erh&lt man also fiir die Ubertragungsfunktion Gg(s) = Ki /s. Die Sprungantwort
ermittelt man aus Gleichung (1.6) als Gerade mit der Steigung Ki * dt, bzw. in zeitdiskreter Form aus
Gleichung (1.7) zu Ki * At.

. Regel- Regler- | | Ubertragungsfunktion
| differenz ausgangs- | |
i gré3e
Gr(s)=Ki/s
et) ——{ Gr —> Uur(l)
Regler I Sprungantwort |
ur(t) =Ki*fe(t)dr, T=0Dbist K+ At o
P —
ur(k) = Ki* At* Ze(i), i=0,...,k P ol 1 R

Bild 1.10 I-Regler als System mit Sprungantwort und Ubertragungsfunktion

1.4. Pl-Regler

Ein Vergleich der beiden Regler zeigt, dass P-Regler schnell und wirkungsvoll reagieren, aber
nicht ausregeln. I-Regler regeln aus, sind allerdings langsam. Ein nahe liegender Gedanke ist es
daher, beide Eigenschaften zu einem PI-Regler zu kombinieren. Kombination der Regelalgorithmen
ergibt folgende Gleichungen fiir den kontinuierlichen und zeitdiskreten Fall.

m(t) =Ke *e(t) +Ki*[e(t)dt mit T = 0 bis t (1.8)

m(k) = K * e(k) +Ki * At* Ze(i) miti=0, ..., k (1.9)
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Beide Regler wirken also in Abhangigkeit der Regeldifferenz und addieren ihre Wirkung. In
einem Blockschaltbild hatte man also einen P-Regler und I-Regler parallel betrieben, deren Ausgange
sich zur Ausgangsgré8e m addieren.

Ubung 1.8: Ergénzen Sie in |hrer Tabellenkalkulation den PI-Regler. Vergleichen Sie das
Regelverhalten mit der ungeregelten Strecke, dem P-Regler und dem I-Regler.

Folgende Abbildung zeigt einen Testlauf des kombinierten Reglers. Hierbei wurden die Regler-
parameter unverandert Ubernommen, lediglich die Regelalgorithmen geméaB Gleichung (1.9)
kombiniert. Es zeigt sich, dass sich tatséchlich die positiven Eigenschaften beider Regler kombinieren:
Der PI-Regler reagiert wirkungsvoller und etwas schneller als der |-Regler. Im Unterschied zum P-
Regler regelt er aus.

14

" PI-Regler: regelt schneller aus

1 SLLLRRLLLLELLLEL L F T T TN TR T I I IO I TS
0,8 S.HI”..,X”...””.

“ML/MN
“=e(k)
f(K)/FN

0,6

c.4

0,2

ur(k) = Ke*e(k) + Ki* At * 5 e(k)

Ke=24V, K *At=36V
U1(k) = ur(k) + Un

-0,2

-0,4

Bild 1.11 Drehzahlregelung mit Pl-Regler

Ubung 1.9: Beschreiben Sie die Ubertragungsfunktion und die Sprungantwort des PI-Reglers.

Zusétzlicher D-Anteil

Um die Regelung noch etwas zu beschleunigen, kdnnte man aus der Regeldifferenz e(t) einen
Trend antizipieren und somit vorausschauend auf die Regelstrecke einwirken. Ein Trend der Funktion
e(t) entspricht mathematisch der Ableitung der Funktion, also e‘(t) = de(t) / dt. Zusammen mit diesem
differentiellen Anteil (D-Anteil) ergibt sich aus dem PI-Regler ein sogenannter PID-Regler. Folgende
Abbildung zeigt die Regelkriterien fir den in Abbildung 11 dargestellten Ablauf.
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Regelkriterien:

Regeldifferenz e(k),

Summenfehler Z e(i),

\ Trend e(k) - e(k-1) o)

. et . Trend e'(k)= e(k)-e(k-1)

Bild 1.12 Regelkriterien

Der P-Regler reagiert unmittelbar auf die Regelabweichung e(k). Der Summenfehler X e(i) als
Integral der Regelabweichung sorgt fir das nachhaltige Ausregeln bei verbleibenden Regeldifferen-
zen. Die Trendkurve e(k) - e(k-1) antizipiert den Verlauf der Regelabweichung: Beim Anfahren und bei
den folgenden Lastspriingen verstéarkt sie den proportionalen Anteil unmittelbar nach dem Last-
wechsel.

1.5. PID-Regler

Der D-Anteil des Reglers verwendet als Regelkriterium ist der Trend e‘(t) = de(t)/ dt als zeitliche
Ableitung der Regeldifferenz. Dieser Anteil ist mit dem Reglerparameter Ky zu bewerten. Insgesamt
erhalt man fir den PID-Regler also folgende Gleichungen.

ur(t) = Kp * e(t) +Ki*fe(t) dT + Kq de(t)/dt mitt=0bist (1.10)

ur(k) = Kp * e(k) + Ki * At* Ze(i) + (Ka/ At) * (e(k)-e(k-1)) miti=0, ...k (1.11)

Ubung 1.10: Ergénzen Sie den PI-Regler in Ihrer Tabellenkalkulation um einen D-Anteil zu einem PID-
Regler. Testen Sie den Regler.

Folgende Abbildung zeigt einen Testlauf, wobei die bisherigen Reglerparameter beibehalten
wurden. Das Regelverhalten weicht mit den gewéhlten Parametern und dem gewahlten Lastprofil nur
unerheblich vom PI-Regler ab.

14

. PID-Regler: 3 Parameter zu stellen

1 SRR E T T T T T T
08 ‘&Im

06 ur(k) = Ke*e(k) + Ki* Al * 5 e(k) + (Kd / At) * (e(k)-e(k-1)) = ML/MN
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Bild 1.13 Drehzahlregelung mit PID-Regler

Das Reglerverhalten Uberrascht mit Blick auf die Regelkriterien (Fehler, Summenfehler und
Fehlertrend) der einzelnen Anteile nicht. Der Fehlertrend gibt bei den Lastspriingen nur punktuell
einen Beitrag. Allerdings ist auch unverkennbar, das mit den gewdhlten Reglerkoeffizienten der
integrative Anteil Uberwiegt. Die Koeffizienten K,, Ki und Kq wichten die in Abbildung 1.12 gezeigten
Regelkriterien. Die Wahl geeigneter Koeffizienten, d.h. in der Einstellung der Reglerparameter, ist die
wesentliche Aufgabe in der Regelungstechnik.

Wegen der durch den Regelkreis gegebenen Rickkopplung kann bei ungiinstiger Wahl der
Reglerparameter der Regelkreis instabil werden. AuBerdem sind die StellgréBen in einem realen
System nur innerhalb vorgegebener Grenzen veranderbar. In diesem Fall ist die Ankerspannung des
Motors zu beachten. Mit den gewdahlten Parametern des P-Anteils und D-Anteils ist diese beim
initialen Lastsprung zu hoch. Im realen Fall wirde man den Motor mit Hilfe einer Vorsteuerung erst auf
Nenndrehzahl hochfahren (Ankerspannung wie in Abschnitt 1.1 festlegen), bevor man den Regler
aktiviert. Kriterien zur Einstellung der Reglerparameter werden in Kapitel 2 im Zusammenhang mit
einer realen Regelstrecke vorgestellt.

1.6. Ubertragungsfunktion

Fir die Regelstrecke sei eine Ubertragungsfunktion Gs angenommen. Durch Hinzufligen des
Reglers und des Regelkreises erhalt man die in folgender Abbildung gezeigte Struktur. Hierbei sei Gr
die Ubertragungsfunktion des Reglers. Der Regelkreis verdndert das Verhalten des Regelstrecke. In
welcher Weise die Regelung das Verhalten beeinflusst, zeigt sich durch Vergleich der
Ubertragungsfunktion der Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion des geregelten Systems.

Gs Gr Gs

U — Regelstrecke —> Y w Regler Regelstrecke y

Bild 1.14 Vergleich der ungeregelten mit der geregelten Strecke
Die Ubertragungsfunktion eines Systems ist als Verhdltnis des transformierten Ausgangssignals
zum Transformierten Eingangssignals definiert. Am Ausgang des Regelkreises erhélt man:
Y(s) = (W(s) - Y(s)) Gr(s) Gs(s) (1.12)

Nach Umformung erhélt man als Ubertragungsfunktion des Regelkreises aus dem Verhaltnis
Y(s) zu W(S):

G(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)) (1.12)

Die Einflihrung des Regelkreises hat also erheblichen Einfluss auf die Ubertragungsfunktion
des geregelten System im Vergleich zur ungeregelten Regelstrecke. Die durch Gleichung (1.3)
beschriebene Regelstrecke hat eine Ubertragungsfunktion der Form:

Gs(s)=a/(1 +bs) (1.13)

Im einfachsten Fall wird die Strecke durch einen P-Regler mit der Ubertragungsfunktion Gr = Kp
geregelt. Fir die Ubertragungsfunktion des geregelten Systems erhalt man dann:
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G(s)=Kpa/(1+Kpa+bs) (1.14)

Ubung: 1.11: Berechnen Sie die Koeffizienten a und b der Regelstrecke aus Gleichung (1.13) in
Abhéangigkeit der Konstanten in Gleichung (1.3) unter der Annahme M_=0.

Ubung 1.12: Berechnen Sie die Polstellen der Ubertragungsfunktionen der ungeregelten Strecke nach
Gleichung (1.13), sowie die Polstellen der geregelten Strecke nach Gleichung (1.14). Berechnen Sie
die konkreten Werte der Polstellen fir die Kennzahlen und Reglereinstellung aus Abschnitt 1.2.
Welchen Einfluss hat der Regler?

1.7. Einfluss des Reglers auf die Ubertragungsfunktion

Das Beispiel zeigt, dass sich durch den Einfluss des Reglers die Polstellen der Ubertragungs-
funktion gegenlber dem ungeregelten System verschieben. Mit den Werten aus Abschnitt 1.2 ergibt
sich folgendes Bild. Fiir den ungeregelte Motor im Leerlauf erhlt man die Ubertragungsfunktion:

Gs(s) =3,33/(1+0,08 s) (1.15)

Hierbei wurde als EingangsgrdéBe die Ankerspannung U1 in V gewahlt, als AusgangsgréBe die
Frequenz f in Hz (nicht die Kreisfrequenz w = 2 it f). Fir den Regler wurde in Abschnitt 1.3 der relative
Fehler e'(t) = (fs - y(1)) /fs verwendet. Bei Verwendung des absoluten Wertes der Frequenz f als
Ausgangssignal y(t) = f(t) ist die Regeldifferenz e(t) = fs - y(t). Der zugehoérige Reglerparameter Kp
errechnet sich dann aus dem in Abschnitt 1.5 verwendeten Parameter K'p zu Kp = K'p /50 Hz fiir die
gewiinschte Solldrehzahl fs. Unter diesen Voraussetzungen errechnet sich die Ubertragungsfunktion
des geregelten Systems zu:

G(s)=1,6/(2,6 +0,008 s) =0,615/ (1 + 0,03 s) (1.16)

Berechnet man die zugehdrigen Polstellen, so ergibt sich im ersten Fall ein Pol bei s =- 1/ 0,08
=-12,6. Im zweiten Fall erh&lt man eine Polstelle bei s = -1/ 0,03 = -32,9. Der Einsatz des Reglers hat
den Pol der ungeregelten Strecke weiter nach links in der komplexen Ebene verschoben.

Wie man sich vielleicht aus der Systemtheorie erinnert, liefern die Pole p der Ubertragungs-
funktion im Zeitbereich Beitradge der Form e?t. Man kann die Faktoren vor s in den Gleichungen (1.15)
und (1.16) daher auch unmittelbar als Zeitkonstanten T verstehen im Sinne von et = et't,

1,200

1,000

=g -k At/0,08
e -k At/0,03

0,800

0,600

0,400

0,200

0,000 : :
012 3456 7 8 95101112131415161718192021222324

Bild 1.15 Einfluss des Reglers auf das Einschwingverhalten

Aus dieser Perspektive ist die Wirkung des Reglers unmittelbar einleuchtend: Die ungeregelte
Strecke hat eine Zeitkonstante T von 0,08 Sekunden. Bezogen auf die Dauer eine Umdrehung von fs =
20 ms bei Solldrehzahl bzw. auf das in Abschnitt 1.5 verwendete Intervall von At = 10 ms zwischen
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den Messpunkten vergehen also ca. 4 Umdrehungen bzw. 8 Messpunkte innerhalb der Anstiegszeit T
= 0,08. Der Einsatz des Reglers verringert die Anstiegszeit auf 0,03 Sekunden. Die Abbildung oben
gibt den Verlauf beider Beitrdge wieder, wobei als Zeitintervall zwischen dem Messwerten At = 10 ms
gewahlt wurde.

Ubung 1.13: Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Polstellen und dem Einschwingverhalten
(Sprungantwort) des Systems? Vergleichen Sie den geregelten Fall mit dem ungeregelten Fall.

Ubung 1.14: Wir kénnten Sie die Lage der Polstellen zur Auslegung des Reglerkonstanten Kp
verwenden? Welche Werte fir Kp sollten Sie vermeiden? Begriinden Sie lhre Entscheidung.

Ubung 1.15: Welche Bedeutung hat der Zahler der Ubertragungsfunktionen in den Gleichungen (1.15)
und (1.16)? Vergleichen Sie die ungeregelte Strecke mit der geregelte Strecke im eingeschwungenen
Zustand. Hinweis: Verwenden Sie die Grenzwertsatze der Laplace-Transformation. Wohin bewegt sich
die Variable s in der Ubertragungsfunktion fiir t—+%? Wohin bewegt sich die Variable s in der
Ubergangsfunktion fiir t—+? Welcher Fall hat im eingeschwungenen Zustand die geringere
Abweichung vom Sollwert?

2. Drehzahlregelung mit PID Regler

In diesen Abschnitt soll ein Gleichstromantrieb als reale Regelstrecke durch einen digitalen
Regler mit vorgegebener, konstanter Drehzahl betrieben werden. Der Regler wird als Software auf
einer SPS realisiert. Die Regelstrecke enthélt den Motor mit Drehgeber, wie aus dem Laborversuch
mit analogem Regler bekannt. Der Algorithmus soll auf dem Regler fir minimalen Rechenaufwand
optimiert werden. Zur Einstellung der Reglerparameter werden Regeln vorgestellt, die sich unmittelbar
in der Realitat Gberprifen lassen.

2.1. Regelstrecke

Die Regelstrecke ist auf einer Motorbaugruppe untergebracht, die bereits in Laborversuchen fiir
analoge Regler verwendet wurde. Die Motorbaugruppe enthélt einen Drehgeber zur Messung der
RegelgréBe. Als Stellglied wird ein Leistungsverstarker verwendet, der sich Uber Pulsweiten-
modulation ansteuern lasst. Folgende Abbildung zeigt den Aufbau.

ss 5
2C pwm Drehgeber Last
Regelung ——— — > PWM [———— > K U, ="
T §
9
HE =~
- ~
8 — |
vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv i GND Motorbaugruppe
Soliwert /stwert? Drehzahl
: Schaltbrett

Bild 2.1 Aufbau der Drehzahlregelung mit SPS

Somit benétigt die SPS nur digitale Eingdnge und Ausgéange. Damit die Pulsweite nicht direkt
vom Prozessor (CPU) der SPS erzeugt werden muss, wird ein Baustein verwendet, der zu einem
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gegebenen Wert eigensténdig ein pulsweitenmoduliertes Signal erzeugt. Der gegebene Wert wird von
der SPS an den Baustein Uber einen seriellen Bus (12C-Bus) Ubertragen. Der serielle Bus sowie die
digitalen Eingédnge und Ausgédnge der SPS werden Uber einen Koppler (Flachbandkabel mit
passendem Steckern zur SPS sowie einem Ubergang an ein Schaltbrett angeschlossen. Der PWM-
Baustein sowie ggf. weitere benétigte Elemente werden auf dem Schaltbrett verdrahtet.

Ubung 2.1: Bereiten Sie Inre SPS auf den Anschluss der Regelstrecke vor. Hierzu zahlt die Vorgabe
der Ankerspannung uber Pulsweitenmodulation (PWM), sowie das Einlesen der Messwerte des
Drehgebers. Schliessen Sie die Regelstrecke an lhre SPS an. Betreiben Sie die Regelstrecke mit Hilfe
der SPS als Steuerung. Hinweis: Die Bibliothek der SPS enthalt Beispiele und Funktionsbausteine
zum Anschluss des PWM-Bausteins sowie weiterer Schnittstellen.

2.2. Regelalgorithmus

Der Regler soll als PID-Regler ausgefiihrt werden. Gleichung (2.1) beschreibt den Regel-
algorithmus im zeitkontinuierlichen Fall. Gleichung (2.2) beschreibt den Algorithmus im zeitdiskreten
Fall, wobei At das Abtastintervall bezeichnet.

ur(t) = Kp *e(t) +Ki*[e(t) dT + Kq de(t)/dt mitt=0bist (2.1)
ur(k) = Kp * e(k) + Ki * At * 2e(i) + (Ka/ At) * (e(k)-e(k-1)) miti=0, ..,k (2.2)

Bei der Realisierung als digitaler Regler wird der Algorithmus in einer Programmschleife
zyklisch ausgefiihrt. Um den Rechenaufwand bzw. die Laufzeit auf dem Regler zu reduzieren, lasst
sich der Algorithmus in folgenden Punkten optimieren: (1) rekursive Berechnung der Fehlersumme

2e(i), (2) die Division durch eine Multiplikation ersetzen, (3) die Anzahl der Operationen reduzieren.
Durch Umformen erhéalt man einen vereinfachten Algorithmus der Form:

ur(k) = ur(k-1) + qo e(k) + g1 e(k-1) + g2 e(k-2) (2.3)

Hierbei bedeuten

Qo = Kp + Ki * At + (Ka/ AY) (2.4)
g1 = - Kp - 2 * (Kg/ At) (2.5)
Q= (Ka/ At) (2.6)

Ubung 2.2: Priifen Sie die Korrektheit von Gleichung (2.3) in Bezug auf Gleichung (2.2).

Ubung 2.3: Programmieren Sie den Regelalgorithmus auf Ihrer SPS. Testen Sie den Algorithmus an
der Regelstrecke.

2.3. Einstellung der Reglerparameter

Zum Einstellen der Reglerparameter gibt es unterschiedliche Methoden. Ein guter Startpunkt ist
die ungeregelten Strecke, d.h. alle Reglerparameter sind zunachst auf Null. Dann I&sst sich z.B. durch
Probieren eine glnstige Reglereinstellung finden. Hierzu erhéht man zunéchst den proportionalen
Anteil Kp, bis die Dampfung des Systems schlecht wird. AnschlieBend erhéht man den I-Anteil. Dann
ware zu probieren, ob ein D-Anteil die Strecke stabilisiert.
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Neben der Methode des Probierens kann man auch einschléagige Einstellregeln verwenden, wie
z.B. die Einstellregeln nach Ziegler/Nichols. Nach diesem Verfahren wird ausgehend vom Startpunkt
Null zunéchst der Kp-Anteil so weit erhdht, bis das System ins Schwingen gerét, d.h. in einen
kritischen Zustand. Diese Reglereinstellung wird als Kkit erfasst, sowie die Periodendauer Tkit der
Schwingung. Als Reglereinstellungen verwendet man dann: Kp = 0,6 Kkit, Ki = 1,2 Kkit/Tkit und Kq =
0,075 Kkiit*Tkit. Das Verfahren von Ziegler-Nichols setzt voraus, dass man die Regelstrecke in einen
kritischen Zustand fahren darf.

Die Einstellung der Reglerparameter sind natirlich abhéngig von den Eigenschaften der
Regelstrecke. Fur unterschiedliche Strecken finden sich in der Literatur Vorschlage fur glinstige
Reglereinstellungen. Ist die Strecke bekannt, kann man jedoch mit Hilfe der Ubertragungsfunktion des
geregelten Systems selber giinstige Reglereinstellungen ableiten, z.B. durch Vorgabe der gewlinsch-
ten Zeitkonstanten bzw. der Lage der Pole.

Ubung 2.4: Optimieren Sie die Einstellung Ihrer Reglerparameter nach lhren Vorstellungen.
Untersuchen Sie das Fiihrungsverhalten und Stérverhalten lhres Reglers.

2.4. Stabilitat

Wie in Abbildung 1.14 in Abschnitt 1 gezeigt, entsteht durch die Einfihrung des Regelkreises
eine Ruckkopplung (engl. feed back). Wenn diese Riickkopplung zu einer Mitkopplung wird, gerat das
geregelte System ins Schwingen. Dieser Effekt ist von Veranstaltungen bekannt, wenn ein Mikrophon
in die N&ahe eines Lautsprechers gerat. Die Ubertragungsfunktion des Regelkreises betragt

G(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)) (2.7)

Hierbei bedeutet Gs(s) die Ubertragungsfunktion der Strecke, und Gr(s) die Ubertragungs-
funktion des Reglers. Aus der Lage der Pole der Ubertragungsfunktion I&sst sich die Stabilitit des
Systems ableiten. Gibt es Pole in der rechten komplexen Halbebene, so ist das System instabil. Die
Wahl der Reglerparameter ist also so zu wéhlen, dass es solche Pole nicht gibt.

Haben alle Pole der Ubertragungsfunktion negative Realteile, so ist das System asymptotisch
stabil, d.h. es schwingt sich auf einen stabilen Zustand ein. Je weiter die Pole der Ubertragungs-
funktion in der linken Halbebene von der imagindren Achse entfern sind, desto geringer sind die
zeitkonstanten und desto héher ist die Dampfung des Systems.

Ist der Realteil eines Poles gleich Null, so ist das System ungedéampft. Ein Beispiel hierfur wére
ein idealer Schwingkreis (mit einem konjugiert komplexen Polpaar auf der imagindren Achse). Ein
solches System bezeichnet man als grenzstabil. Pole mit positivem Realteil bedeuten, dass das
System sich aufschwingt, also instabil ist. Zu den instabilen Systemen rechnet man auch die
grenzstabilen Systeme.
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3. Zustandsregelung

3.1. Zustandsmodell

Unter einem Zustandsmodell versteht man eine einheitliche Beschreibung der Regelstrecke in
Form eines Differenzialgleichungssystems erster Ordnung. Fur den Gleichstrommotor erhalt man eine
Zustandsbeschreibung wiederum aus dem elektrischen Ersatzschaltbild. Es wird zunéchst der leer
laufende Motor betrachtet (ohne das Lastmoment My).

UL=L‘— ur=Ri(t)

Tragheitsmoment J
<=
Drehzahl

Uy

Bild 3.1 Elektrisches Ersatzschaltbild des Motors (Ankerkreis) im Leerlauf

Nach der Maschenregel folgt aus dem Ersatzschaltbild (siehe auch Kapitel 1):
ui(t) = L di(t)/dt + Rii(t) + w(t)/k (3.1)

Fur die Drehmomente gibt es ebenfalls eine summarische Betrachtung: Das Drehmoment des
Motors ist gleich der Drehimpulsénderung des Rotors (Ankers):

Mwm(t) = J dw(t)/dt (3.2)
Der Ankerstrom ist proportional zum Drehmoment. Einsetzen von Mu(t) = kwm i(t) ergibt:
km i(t) = J dw(t)/dt (3.3)

Mit den Gleichungen (3.1) und (3.3) erhalt man ein Differenzialgleichungssystem fiir die beiden
Zustandsvariablen i(t) und w(t). Die Ankerspannung us(t) ist EingangsgréBe des Systems: u(t) = ui(t).
AusgangsgroBe des Systems ist die Drehzahl des Motors, hier dargestellt als Winkelgeschwindigkeit
w(t). Das System ist beschrieben durch seine physikalischen Eigenschaften: L, R, J, ku= Mn/In.
Hierbei bezeichnet J das Tragheitsmoment des Rotors. Der Proportionalitatsfaktor (Motorkonstante)
km berechnet sich aus dem Verhéltnis M/Mn = i /In (z.B. im eingeschwungenen Zustand mit Last-
moment My).

Wenn man die beiden Zustandsvariablen i(t) = xi(t) und w(t)= x2(f) bezeichnet, sowie die
EingangsgréBe mit u(t) und die AusgangsgrdBe mit y(t), lassen sich die beiden Gleichungen (3.1) und
(3.3) auf eine einheitliche Form bringen, indem man die beiden Gleichungen nach x1(t) = dxs(t)/dt und
Xo(t) = dxo(t)/dt umformt.

x1(t) = - (RIL) * xa(t) - (1/kL) * x2(t) + (1/L) * u(t) (3.4)

X2(t) = (km/J) * xa(t) (8.5)
Allgemein haben die Gleichungen (3.4) und (3.5) nun die Form:

x1(t) = a1 x1(t) + a2 xa(t) + b1 u(t) (3.6)

Xo(t) = a1 X1(t) + az2Xa(t) + b2 u(t) (8.7)
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Im speziellen Fall sind a2=0 und b2 =0, woraus die Darstellung in (3.4) und (3.5) folgt. In
vektorieller Schreibweise kann man (3.6) und (3.7) wie folgte zusammenfassen.

x(t) = Ax(t) + b u(t). (3.8)

Hierbei enthélt die Systemmatrix nun die Systemkoeffizienten. Aus dem skalaren Eingangs-
signal u(t) wird durch Multiplikation mit dem Spaltenvektor b = (b1, b2) der Spaltenvektor ((b1 u(t), b2
u(t)). Der Vektor x(t) = (x1(t), x2(t)) enthalt die beiden ZustandsgréBen xi(t)= i(t) und xo(t)= w(t) und
wird folglich als Zustandsvektor bezeichnet. Diese Darstellung als Differenzialgleichungssystem erster
Ordnung ist immer moglich: Differenzialgleichungen héherer Ordnung lassen sich immer in ein
Differenzialgleichungssystem erster Ordnung umformen.

Die AusgangsgroBe y(t) = w(t) lasst sich schlieBlich ebenfalls in allgemein gultiger Form durch
eine Vektoroperation aus dem Zustandsvektor berechnen:

y(t) =cTx(t) (3.9)

Hierbei ist der Ausgangsvektor cT ein Zeilenvektor mit cT = (0, 1). Folgende Abbildung zeigt sich
die Beschreibung der Regelstrecke im Zustandsraum durch die Gleichungen (3.8) und (3.9) als Block-
schaltbild. Hierbei wurde Gleichung (3.9) noch durch einen skalaren Durchgangsfaktor d erweitert, der
eine direkte Einwirkung des Eingangssignals u(t) auf das Ausgangssignal y(t) ermdglicht.

Durchgangsfaktor (skalar)
1 d
Eingangs- Zustandsvektor Ausgangs-
signal X X signal
u b f T Oy
Eingangsvektor Ausgangsvektor
(Spalten) (Zeilen)
A
x(t) = Ax(t) +bu(t) Zustandsdifferenzialgleichung
Systemmatrix
y(t) = cT x(t) +d u(t) Ausgangsgleichung

Bild 3.2 Blockschaltbild der Zustandsgleichungen

Ubung 3.1: Gegeben sei die Differenzialgleichung (DGL) 3. Ordnung: y*“(t) + a2 y“(t) + a1 y*(t) + ao y(t)
= u(t). Formen Sie die DGL um in ein Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung nach dem Schema der
Zustandsgleichungen. Beschreiben Sie die Systemmatrix, Eingangsvektor und Ausgangsvektor.
Hinweis: Verwenden Sie die Beziehungen x1(t)=y(t), x2(t)=y'(t), x3(t)=y“(t), ...

Ubung 3.2: Simulieren Sie das Zustandsmodell des Gleichspannungsmotors mit lhrem Programm zur
Tabellenkalkulation bzw. in MATLAB. Hinweis: Berechnen Sie die Systemmatrix mit den Motorkenn-
gréBen aus Ubung 1.5. Nehmen Sie einen plausiblen Wert fiir die Induktivitat (z.B. L = 1 mH). Stellen
Sie den Verlauf der ZustandsgréBen fiur ein vorgegebenes Eingangssignal dar.

Folgende Abbildung zeigt einen Testlauf des Modells mit der Tabellenkalkulation. Gezeigt sind
die EingangsgréBe ui(k), sowie die beiden ZustandsgréBen xi(k) (Ankerstrom) und xz2(k) (Drehzahl).
Um die Darstellung zu normieren, sind die auf die Nennwerte bezogenen Verldufe gezeigt (also
Eingangsspannung/Nennspannung, Ankerstrom/Nennstrom, Drehzahl/Nenndrehzahl). Die Werte
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wurden durch Diskretisierung der Zustandsgleichungen berechnet, wobei die Ableitungen x(t) durch
die Differenzen (x(k) - x(k-1)) / At ersetzt wurden. Diese Naherung gilt, wenn das Abtastintervall At
hinreichend klein gewéhlt wird (im Verhélinis zu den Zeitkonstanten des Systems). Das
Differenzialgleichungssystem wird hierbei in ein Differenzengleichungssystem Uberfihrt, das sich nach
den flr lineare Gleichungssysteme gangigen Verfahren lésen lasst (fiir ein System 2. Ordnung: durch
Einsetzen nach einer Variable auflésen, dann die zweite Variable berechnen).

3

o4 amas s ESRSEY -
=11 3 5 7 9 111315171921 23 25 27 25 31 33 35 37 39 41 43 45 47 43 51 53 55 57 59 61 63 65 67 €9 71 73 7577 79 82 B3 B5 87 89 91 93 95 97 53

=¢u(k)/uN Uv=24V
2 XL{K)/IN IN=3A
x2(k)/fN fn=50 Hz

Bild 3.3 Verlauf der Zustande beim Einschalten und Ausschalten

Die Beschreibung der Regelstrecke in der Form der Zustandsgleichungen enthalt im Vergleich
zu der Berechnung in Abschnitt 1 mehr Informationen, nadmlich den Ankerstrom als ZustandsgréBe
x1(k). Im gezeigten Verlauf wurde die EingangsgrdéBe u(k) (die Ankerspannung) zu Beginn der
Berechnung von Null auf den Nennwert geschaltet. Nach 60 Stltzstellen wurde die Spannung dann
wieder abgeschaltet.

Der Ankerstrom zeigt jeweils ein Schaltverhalten, das im wesentlichen durch die Trégheit des
Rotors bestimmt ist. Nach dem Einschalten steigt der Ankerstrom auf mehr als das Doppelte des
Nennstroms an, wahrend der Motor hochlauft. Die Leerlaufdrehzahl stabilisiert sich nach dem
Einschalten auf einen Wert oberhalb der Nenndrehzahl. Bei konstantem Drehimpuls ist der Anker-
strom dann gleich Null. Unmittelbar nach dem Abschalten der Spannung arbeitet der Motor als
Generator, bis der Drehimpuls durch die ohmschen Verluste im Ankerkreis abgebaut ist.

X1(t) = -(R/L) * x1(t) - (1/k) * x2(t) + (1/L) * u(t) all=-R/L  al2=-1/kL b1=1/L R= 3,00 V/A
X2(t) = (kM/J) * x1(t) a21=kM/]  a22=0 b2=0 [ 0,0010 Vs/A
kM= 0,048 Vs
Zeitdiskret: all= -3000 1/s k= 20,95 1/Vs
x1(t) -> (x1(k) - x1(k-1)) / At al2= -47,74 A J= 6,00E-05 kg m2
x2(t) -> (x2(K) - x2(k-1)) / At a2l= 795,7 1/As2 2n= 6,284
a22= 0
b1= 1000 A/Vs
b2= 0
|Mode|l Zeitintervall At 0,01 s 2 Messpunkte pro Umdrehung bei fN |
Index k u(k) [V] x1(k) [A]  x2(k) [Hz] f(k)=x2(k)/2rt  u(k)/uN x1(k)/IN x2(k)/fN
[ -1 0 0 0 0 Vorgabe: Stillstand | 90
0 24 6,90 54,88 8,73 1 2,30 0,17
1 24 6,34 105,34 16,76 1 2,11 0,34
2 24 5,63 150,17 23,90 1 1,88 0,48 80
3 24 5,00 189,94 30,23 1 1,67 0,60
4 24 4,43 225,22 35,84 1 1,48 0,72 70
Bild 3.4 Ansatz zur Simulation des Zustandsmodells mit Tabellenkalkulation
S. Rupp, 2015 T2ELA3002 24/118



Regelungssysteme -- D H BW

LtH

Stuttgart

Trotz ihrer abstrakten mathematischen Form geben die Zustandsgleichungen somit den
physikalischen Zustand der Regelstrecke wieder. Dass diese mathematische Form auf jedes System
anwendbar ist, rechtfertigt den etwas héheren Aufwand gegenuber einer anwendungsspezifischen
Modellierung.

Lésung der Zustandsgleichung im eindimensionalen Fall

Die Zustandsgleichungen lassen sich analytisch 16sen. Die Lésung des Differenzialgleichungs-
systems 1. Ordnung folgt hierbei der Lésung einer Differenzialgleichung 1. Ordnung, erweitert um
einige Vektoroperationen. Daher sei an dieser Stelle vorab die Losung der einfachen Differenzial-
gleichung rekapituliert. In diesem Fall reduziert sich die Zustandsdifferenzialgleichung auf die Form:

x(t) =ax(t) + bu() (3.10)
Die Lésung der Differenzialgleichung lasst sich wie folgt beschreiben:
X(t) = Xn(t) + Xp(t) = 2t x(to) + [ eatnb u(t) dt mit T = to bis t (3.11)

Die Loésung x(t) setzt sich zusammen aus der Losung xn(t) der homogenen Zustandsdifferenzial-
gleichung (ohne externe Anregung u(t)), sowie der partikuldren Lésung xp(t) mit der &uBeren Ein-
wirkung u(t). Der homogene Anteil xn(t) beschreibt hierbei den Ubergang aus dem initialen Zustand
X(to) in den Zustand xn(t). Dieser Anteil beschreibt die Eigenbewegung des Systems aus dem initialen
Zustand x(to) unabhéngig von auBeren Einflissen. Der partikuldre Anteil xp(t) beschreibt die Reaktion
des Systems unter dem Einfluss der &uBeren Anregung u(t). Beide Anteile tberlagern sich.

Das Ausgangssignal y(t) erhalt man mit Hilfe des Ausgangsfaktors ¢ aus dem Zustand x(1):

y(t) = c x(t) (3.12)

Ubung 3.3: Erkunden Sie die Korrektheit der Lésung (3.11) der Differenzialgleichung (3.10) durch
eigene Uberlegung bzw. durch Recherche in Ihrer Literatur (Manuskripte, Formelsammlung etc).

Lésung: Ausgangspunkt: Differenzialgleichung 1. Ordnung nach Gileichung (3.10). Der Lésungs-
weg folgt einer zielstrebigen Beweisflihrung. Erster Schritt: Multiplikation mit e-at ergibt:

eatx(t) = eatax(t) + eabu(t) | eatax(t)
eatx(t) - aea x(t) = eabu(t) I linke Seite = d/dt (et x(t))
d/dt (e-at x(t)) = eabu(t) | Integration T =t bis t
[d/idt (e x(T))dT = [eabu(T)dT | linke Seite berechnen
et x(t) - ea0x(t) = [ e2aT b u(1) dt | eat

x(t) - eatt0) x(to) = [ eat v b u(T) dt | hieraus folgt (3.11)

Lésung der Zustandsgleichungen

Dieses L&sungsschema lasst sich auch auf das Differenzialgleichungssystem erster Ordnung
Ubertragen. Hierbei ist sind nun x(t) und x(t) als Vektoren zu verstehen, die mit Hilfe einer Multiplika-
tion mit der Systemmatrix A und der Multiplikation des skalaren Eingangssignals u(t) mit dem
Eingangsvektor b auseinander hervorgehen. Statt (3.10) erhélt man:

x(t) = A x(t) + b u(t). (3.13)
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Die Lésung des Differenzialgleichungssystems hat wiederum die Form:
X(t) = Xn(t) + Xp(t) = €At x(to) + [ eAtVb u(T) dT mit T = to bis t (3.14)

Der exponentielle Ausdruck eAthierbei als Matrix zu interpretieren. Die Interpretation der Lésung
(3.11) mit den Zustandsvektoren xn(t) und xp(t) bleibt erhalten. Der erste Ausdruck beschreibt die
Transition vom initialen Zustand x(to) in den Zustand xn(t) fur das System ohne Einfluss von AufB3en.
Der zweite Ausdruck beschreibt das System unter dem Einfluss des Eingangssignals u(t). Beide
Anteile sind einander Uberlagert.

Transitionsmatrix

Die Matrix ®(t) = eAtwird als Transitionsmatrix bezeichnet. Wie man in Gleichung (3.14) erkennt,
bestimmt sie die Lésung der homogenen und der partikularen Zustandsgleichung. Der homogene
Anteil 1&sst sich mit Hilfe der Transitionsmatrix wie folgt beschreiben:

Xn(t) = ®(t - to) x(to) (3.15)

Die Gleichung beschreibt den Ubergang vom initialen Zustand x(to) zum Zeitpunkt to in  den
Zustand xn(t) zum Zeitpunkt t. Umgekehrt 1&sst sich mit Hilfe der Transitionsmatrix vom Zustand Xn(t)
aus auf den initialen Zustand x(to) schliessen:

X(to) = (1 - to) Xn(t) = D(to - t) xn(t) (3.16)
Fur den Fall des Startzeitpunkts to = O gilt also:

X(0) = ®(- 1) xn(t) (3.17)
Im Fall to = 0 ergeben sich flr die Transitionsmatrix folgende Werte:

Anfangswert:  ®(0) = E (Einheitsmatrix, sofern A in Diagonalform vorliegt) (3.18)

Endwert: ®(t—0)— = 0 (Nullmatrix) (3.19)

Der homogene Teil der Lésung der Zustandsdifferenzialgleichung strebt also mit der Zeit einen
Ruhepunkt an, wobei sich der Zustandsvektor nach einer initialen Auslenkung x(t=0) auf den Wert
X(t—) = 0 hin entwickelt.

Die partikuldre Lésung der Zustandsdifferenzialgleichung lasst sich mit Hilfe der Transitions-
matrix wie folgt beschreiben:

Xp(t) = [ O(t-T) b u(T) dt mit T = to bis t (3.20)

Insgesamt lautet die Schreibweise der Ldsung des Differenzialgleichungssystems nach
Gleichung (3.14) fir den Startzeitpunkt to = 0 mit Hilfe der Transitionsmatrix also:

x(t) = O(t) x(0) + [ ®(t-1) b u(t) dt mit T = 0 bis t (3.21)

Ubung 3.4: Begriinden Sie die Beziehungen in Gleichung 3.18 und 3.19.

Ubung 3.5: Skizzieren Sie die analytische Lésung der Zustandsgleichungen fiir den Gleichstrommotor.
Erstellen Sie hierzu die Zustandsgleichungen in vektorieller Schreibweise. Erldutern Sie das
Systemverhalten fiir den homogenen und inhomogenen Teil der Differenzialgleichung mit Hilfe der
Transitionsmatrix. Wahlen Sie to=0 und geben Sie x(t=0) vor. Wie verhdlt sich das System, wenn Sie
es aus dem Ruhezustand heraus anschalten? Wie verhalt sich das System, wenn Sie aus aus dem
Leerlauf bei Nenndrehzahl abschalten? Welcher Teil der Differenzialgleichung ist jeweils relevant?
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Zustandsgleichungen im Bildbereich

Im letzten Abschnitt wurden die Losungen der Zustandsgleichungen im Zeitbereich berechnet.
Wegen der Umwandlung der Differenzialgleichungen des Systems (Regelstrecke) in ein Differenzial-
gleichungssystem 1. Ordnung ist diese Lésung mit vertretbarem Aufwand und ohne Hilfestellung
durch Transformation in den Bildbereich (Laplace-Transformation) méglich. Um den Zusammenhang
mit Operationen an der Ubertragungsfunktion (d.h. Operationen im Bildbereich) zu zeigen, erfolgt an
dieser Stelle eine Berechnung der Zustandsgleichungen im Bildbereich.

Ausgangspunkt der Berechnung sind die Zustandsgleichungen nach (3.8) und (3.09), die hier
der besseren Lesbarkeit halber nochmals aufgefuhrt sind.

x(t) = Ax(t) + bu(t) (3.22)

y(t) = cT x(t) (3.23)

Mit X(s) sei die Abbildung des Zustandsvektors x(t) im Bildbereich bezeichnet, die man durch

die Laplace Transformation der Komponenten des Vektors erhalt: X(s) = L{x(t)}. Nach den bekannten

Regeln ergibt die Transformation der zeitlichen Ableitung x(t) somit L{X(t)} = s X(s) - x(to). Somit erhalt
man fir die Zustandsgleichungen im Bildbereich:

s X(s) - x(to) = A X(s) + b U(s) (3.24)
Y(s) = cT X(s) (3.25)
Die Ubertragungsfunktion G(s) lasst sich als Verhéltnis des transformierten Ausgangssignals

Y(s) zum transformierten Eingangssignal U(s) beschreiben. Als initialer Zustand des Systems wird
hierbei x(to)=0 angenommen. In Gleichung (3.24) wird zunachst nach X(s) aufgel®st.

X(s) =(sE- A" bU(s) (3.26)
Durch Einsetzen von (3.26) in (3.25) erhalt man:

Y(s)=cT (s E- A" bU(s) (3.27)
Somit erhalt man fiir die Ubertragungsfunktion:

G(s)=cT(sE- A" b (3.28)

Wie zu erwarten, ist die Ubertragungsfunktion durch die Systemeigenschaften beschrieben, die
sich in der Systemmatrix A, dem Eingangsvektor b und dem Ausgangsvektor cT finden. Fur eine
Berechnung der inversen Matrix (s E - A)1ist ein Blick in eine mathematische Formelsammlung
natzlich. Fur eine Matrix M gilt: M-' = adj(M) /det(M), wobei adj(M) die adjungierte Matrix von M ist, und
det(M) die Determinante der Matrix. Die inverse Matrix ist so definiert, dass das Produkt M M- die
Einheitsmatrix ergibt, also M M-1 = E.

Ein Vergleich von Gleichung (3.26) mit der Losung der Zustandsgleichung im Zeitbereich x(t) in
Gleichung (3.14) fiir x(to)=0 zeigt Ubrigens, dass der Ausdruck (s E - A)-! die Transformation der Tran-
sitionsmatrix ®(t) in den Bildbereich darstellt.

O(s) =(sE- A)? (3.29)

Aus den Zustandsgleichungen kann man gemafB Gleichung (3.28) also fir Operationen im
Bildbereich auf die Ubertragungsfunktion G(s) schlieBen. Um den Aufwand hierfir im Rahmen zu
halten, gibt es Normalformen der Zustandsgleichungen. Aus der sogenannte Regelungsnormalform
der Zustandsgleichungen kann man unmittelbar auf die Koeffizienten des Z&hler- und Nennerpoly-
nome der Ubertragungsfunktion schlieBen.
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Lésung der Zustandsgleichungen fiir den Gleichstrommotor

Die Beziehungen im Bildbereich lassen sich zu Berechnung der Transitionsmatrix verwenden.
Aus dem Abbild der Transitionsmatrix ®(s) gemaB Gleichung (3.29) erhalt man durch Rdicktrans-
formation in den Zeitbereich die Transitionsmatrix ®(t). Diese lasst sich dann in die Lésung des
Differenzialgleichungssystems gemafB Gleichung (3.21) einsetzen. Das Vorgehen wird am Beispiel

des Gleichstrommotors erlautern.
-1
S 0 ar aiz
0 s azt 0

Aus der Systemmatrix A (siehe Gleichungen (3.6) und (3.7)) erhalt man gemaB Gleichung
(3.29) das Abbild der Transitionsmatrix. Diese Form muss nun noch invertiert werden. Die inverse
Matrix M- zu einer Matrix M ergibt sich fir ein System 2. Ordnung wie folgt.

maz2 -mi2
-m21 M1
Hierbei bezeichnet det(M) = m11 m22 - mi2 mz21 die Determinante der Matrix M. Die Matrix

daneben ist die zu M adjungierte Matrix. Mit Hilfe dieser Vorschrift l1&sst sich ®(s) berechnen. Die
Transitionsmatrix ergibt sich dann aus ®(s) durch Riicktransformation der Komponenten j(s).

my Mi2 1

— -1 —
= M= det(M)

M=

mz;  Mz2

Q1(s)  @i2(s)

o) Prft) ‘

21(t)  @a2(t)

() = [ =>  o(t)=L{o(s)} =|

©21(S)  @22(s)

Die Matrix ®(t) Iasst sich nun in die Lésung der Zustandsgleichungen gemafB Gleichung (3.21)
einsetzen. Hierbei beschreibt dann xn(t) = ®(t) x(0) den homogenen Teil der Lésung, abhangig von
den Initialwerten des Ankerstromes x1(0) und der Kreisfrequenz x2(0).

x(t) = ®(t) x(0) + [ d(t-T) b u(t) dt mit T = 0 bis t (3.30)

Der partikuldre Lésung xp(t) = [ ®(t-T) b u(t) dT beschreibt die erzwungene Reaktion des
Systems auf die EingangsgroBe u(t), die Ankerspannung. Im spezieller Fall ist der Eingangsvektor b =
(1,0) als Spaltenvektor. Hierdurch spielen fir die partikulare Lésung nur die Komponenten ¢11(t) und
®21(t) eine Rolle. Fir ein System 2. Ordnung ist der Aufwand flr eine solche analytische Berechnung
noch Uberschaubar. In der Praxis wird man Systeme numerisch mit Hilfe eines mathematischen
Werkzeugs wie MATLAB auslegen.

Ubung 3.6: Skizzieren Sie die Lésung der Zustandsgleichungen in Gleichung (3.30) in vektorieller
Schreibweise flr die Komponenten x1(t) und xz(t). Beschreiben Sie das Verhalten der homogenen und
der partikuléaren Losung je nach Vorgabe der Startwerte und der EingangsgréBe.

Berechnung der Ubertragungsfunktion aus den Zustandsgleichungen

Die Ubertragungsfunktion ergibt sich ebenfalls mit Hilfe des Abbilds der Transformationsmatrix
®(s). In Gleichung (8.28) findet sich hierzu folgender Zusammenhang.
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G(s)=cT(sE- A1 b =cTd(s)b (3.31)

Das Abbild Transformationsmatrix ®(s) enthalt hierbei die Systemmatrix A, und wird mit dem
Ausgangsvektor cT und Eingangsvektor b verrechnet F['Jr den Gleichstrommotor erhalt man mit den
Zeilenvektor cT = (0, 1) und dem Spaltenvektor b =

Pn(s)  @12As) @11(s)
G(s)= (0 1) = b1 @21(s)

©21(S)  p22(s) ®21(s)

Ubung 3.7: Berechnen Sie die Komponente ¢21(s) des Abbilds der Transitionsmatrix. Berechnen Sie
hieraus die Ubertragungsfunktion. Wo liegen die Polstellen der Ubertragungsfunktion? Hinweis:
verwenden Sie bitte die MotorkenngréBen aus Ubung 3.2.

Ubung 3.8: Vergleichen Sie die Ubertragungsfunktion aus Ubung 3.7 mit der Berechnung gemaB
Gleichung (1.15). Wie kommt der Unterschied zustande?

3.2. Normalformen der Zustandsgleichungen

Die Beschreibung eines Systems durch seine Ubertragungsfunktion und die Beschreibung
durch Zustandsgleichungen koénnen ineinander Uberfihrt werden. Hierzu sind normierte Schreib-
weisen gebrauchlich. Die Ubertragungsfunktion G(s) des Systems sei in folgender normierter Schreib-
weise mit den Z&hlerkoeffizienten bi und Nennerkoeffizienten a; gegeben.

G(s) = Y(s)/ U(s) = (bo + bis + ... bms™) / (a0 + @a1S + ... + S") wobei m=n  (3.31)

Hierbei sei vorausgesetzt, dass der Grad m des Z&hlers kleiner als der Grad n des Nenners ist.
Die Gleichung ist so normiert, dass der letzte Koeffizient an=1 ist. Aus der gegebenen Form gemanB
Gleichung (8.31) lassen sich die Nullstellen des Zahlers und Nenners ermitteln. Letztere stellen die
Polstellen der Ubertragungsfunktion dar. Zur Transformation in den Zeitbereich lasst sich die Form
(3.31) in Partialbriiche zerlegen. Die Beitrdge der Partialbriiche lassen sich dann sich mit Hilfe einer
Korresponenztabelle in den Zeitbereich transformieren.

Regelungsnormalform

Die Regelungsnormalform der Zustandsgleichungen liegt vor, wenn die Systemmatrix, der
Eingangsvektor, der Ausgangsvektor und der Durchgangsfaktor folgende Form haben:

X(t) = Ar X(t) + br u(t) (3.32)
y(t) = crT x(t) + dr u(t) (3.33)
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Ar= br=
0 0 0 0 1 0
ao a1 -az -as an-1 1
CRT = [ Co Cs Cz Cn2  Cn ] dr=bm

Die Nennerkoeffizienten a; der Ubertragungsfunktion finden sich nun unmittelbar in der letzten
Zeile der Systemmatrix. Fur die Zahlerkoeffizienten b; gilt folgende Beziehung.
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Ci=bi-ajbn fari=0,1, ..., n-1 (3.34)

Wahrend der Zustandsvektor bisher physikalische GréBen représentierte, ist die Darstellung in
der Regelungsnormalform nun abstrakt. Die Zustandsbeschreibung in Bezug auf die Ubertragungs-
funktion und das Zeitverhalten ist jedoch gleich. Bezogen auf die Systemmatrix lassen sich die unter-
schiedlichen Darstellungen im Sinne anderer Koordinatensysteme betrachten.

In der Regelungsnormalform ist der Eingangsvektor br Null bis auf die letzte Komponente. Die
EingangsgréBe wirkt somit nur auf die letze Koordinate des Zustandsvektors xnr(t). Das Ausgangs-
signal y(t) wird aus dem Skalarprodukt cr" x(t) gebildet und ist abhangig vom Grad m des
Zahlerpolynoms. Ist das Zahlerpolynom der Ubertragungsfunktion von Grad Null, so gilt hier einfach
y(t) = bo x1r(t). Der Durchgangsfaktor dr ist in der Praxis ein seltener Gast und in Gleichung (3.33) nur
der Vollstandigkeit halber erwdhnt.

Ubung 3.9: Erstellen Sie die Regelungsnormalform der Zustandsgleichungen zur Ubertragungs-
funktion aus Ubung 3.7. Zeichnen Sie einen Signalflussplan der Zustandsgleichungen. Hinweis:
Beginnen Sie mit der letzten Zeile. Was ist charakteristisch fur die Regelungsnormalform?

Beobachternormalform

Die Beobachternormalform verwendet eine andere Sicht der Zustandsgleichungen.

X(t) =As Xx(t) + bs u(t) (3.35)
y(t) = ca™ x(t) + ds u(t) (3.36)
0 0 0 0 Co
1 0 0 0 ai Cy
AB = 0 1 0 0 bB = cz
0 0 0 1- an-1 C.n 1
ce’™= [0 o 0 , 0 1] ds=bm

Hier finden sich nun die Nennerkoeffizienten a;der Ubertragungsfunktion nach Gleichung (3.31)
in der letzten Spalte der Systemmatrix. Die Koeffizienten des Zahlers finden sich wieder in Gleichung
(3.34), wie bei der Regelungsnormalform. Jedoch finden sich die Koeffizienten ¢ nun als Koordinaten
des Eingangsvektors bg (und nicht wie bei der Regelungsnormalform im Ausgangsvektor crT).

Ubung 3.10: Erstellen Sie die Beobachternormalform der Zustandsgleichungen zur Ubertragungsfunk-
tion aus Ubung 3.7. Zeichnen Sie einen Signalflussplan. Was ist charakteristisch fiir die
Beobachternormalform? Welche Unterschiede bestehen zur Regelungsnormalform?

Diagonalform
In der Diagonalform présentieren sich die Zustandsgleichungen auf folgende Weise.
x(t) =Ap x(t) + bp u(t) (3.37)
y(t) = co x(t) + dp u(t) (3.38)
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pr 0 0 0 0 1
0 pz 0 0 0 1
Ap= 0 0 ps - bp=| 1
Pn-1 0 .
0 0 0 0 Pn 1
co'= [ o cz cs v Gt Cn ] do=d

In dieser Form ist die Systemmatrix eine Diagonalmatrix. Die Diagonale enthéalt unmittelbar die
Polstellen p1 bis pn der Ubertragungsfunktion. Der Ausgangsvektor coT enthélt unmittelbar die
Koeffizienten der Ubertragungsfunktion in der Partialbruchdarstellung:

G(s) = Z(s)/ (s-p1) (s-p2) ... (S-Pn) = C1/(S-Po) + C2/(S-P2) + ... + Cn/(S-Pn) (3.39)

In dieser Form lassen sich die Zustandsgleichungen unmittelbar in die Losung im Zeitbereich
Ubertragen. Die Pole kdnnen hierbei einfach, mehrfach, bzw. konjugiert komplex sein.

Ubung 3.11: Erstellen Sie die Diagonalform der Zustandsgleichungen zur Ubertragungsfunktion aus
Ubung 3.7. Zeichnen Sie einen Signalflussplan. Berechnen Sie aus der Systemmatrix, dem Eingangs-
vektor und dem Ausgangsvektor die L6sung der Zustandsgleichungen.

Ubung 3.12: Berechnen Sie die Lésung der Zustandsgleichungen mit Hilfe der Transitionsmatrix ®(t).
Verwenden Sie die Beziehung (3.29) zur Berechnung des Abbilds ®(s) aus der Systemmatrix A.

3.3. Zustandsregelung

Bei der Regelung wird (iblicherweise die AusgangsgréBe y(t) gemessen und das Messsignal auf
den Eingang der Regelschleife zurlckgefihrt. Dort erfolgt Differenzbildung mit der FuhrungsgréBe.
Der Regler verwendet die Regelabweichung zur Flihrung der Regelstrecke Uber das Stellglied.
Folgende Abbildung zeigt einen solchen Regelkreis.

Flhrungs- Regel-

gréBe  differenz e Storgroe
groke Stel{qtg(se AAAAAAA lz AAAAAAAAAAAAA
v w e UR u y Regelgrolie
Soliwert —» Ggy —Q—> Gr * Gg) —  Gs > (Istwert)
Fiihrungs- Regler Stellgied |  Regelstrecke |
filter i
Zustandsmodell
v
Gs3
Ruickfihr-
gréie Sensor
Bild 3.5 Regelkreis

Grundsétzlich ware dieses Vorgehen auch mit einer Systembeschreibung durch Zustands-
gleichungen mdglich: Diese beschreiben ein Modell der Regelstrecke. Allerdings ist ein wirksamerer
Eingriff in das Verhalten der Regelstrecke mdglich, wenn man statt des Ausgangssignals y(t) die
ZustandsgréBen x(t) misst. Folgende Abbildung zeigt eine solche Anordnung.
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1 d
Eingangs- | Zustandsvektor - Ausgangs-
signal i % » 1 signal
ur—=Q— b [ == a |— y
' Eingangsvektor Ausgangsvektor
(Spalten) (Zeilen)
A K=
Systemmatrix Regelstrecke
kT
ur Regler

Bild 3.6 Regelkreis im Zustandsmodell

In dieser Darstellung ist das Stellglied in den Regler integriert, als Eingangssignal wird die
StellgréBe u(t) verwendet. Der wesentliche Unterschied ist also die Messung der ZustandsgrdBen fir
den Reglereingang, anstelle des Ausgangssignals der Regelstrecke. Der Regler bildet selbst bildet mit
Hilfe des Zeilenvektors kT eine gewichtete Summe der Systemzusténde, die vom Eingangssignal u(t)
subtrahiert wird. Am Reglerausgang erhélt man das Skalarprodukt

ur(t) = = ki xi(t) (3.40)

Wahlt man den Zeilenvektor kT = k cT, so erhalt man am Ausgang des Reglers das mit dem
skalaren Faktor k gewichtete Ausgangssignal y(t) des Reglers. In diesem Fall entspricht der Zustands-
regler einem einfachen Proportionalregler mit der Gewichtung k. Der Vorteil der Zustandsregelung
liegt darin, dass alle ZustandsgréBen zur Ruckfiihrung auf den Eingang verwendet werden kdnnen.

Ubung 3.13: Konzipieren Sie einen Zustandsregler fiir den Gleichstrommotor aus Ubung 3.7.
Simulieren sie das Verhalten des Gesamtsystem bei geeigneter Wahl der Gewichtungen KT.

Ubung 3.14: Welchen Einfluss hat die Wahl der Gewichtungsfaktoren kT aus Ubung 3.13 auf die Lage
der Polstellen der Ubertragungsfunktion? Vergleichen Sie ihre Wirksamkeit mit der Regelung auf
Basis der gemessenen AusgangsgréBe y(t). Kénnen Sie die Gewichtungsfaktoren so wéhlen, dass
Grenzen der ZustandsgroBen x(t), wie beispielsweise der Ankerstrom, durch den Regler nicht iber-
schritten werden?

Zustandsregler ftir den Gleichstrommotor

Die Regelung durch Ruckfuhrung der Zustande lasst sich als einfache Erweiterung des Modells
der Regelstrecke realisieren. Folgende Abbildung zeigt ein Muster fir eine Simulation mit Hilfe eines
Programms zur Tabellenkalkulation auf Basis des Zustandsmodells des Gleichstrommotors aus
Ubung 3.2. Der Regler ist in diesem Fall durch die beiden Konstanten ki und k2 definiert.

Mit Hilfe von k2 lasst sich die Kreisfrequenz xo(t) auf die StellgréBe zuriickflhren. Diese
Regelung entspricht dem Proportionalregler aus Kapitel 1. Mit Hilfe von ki kann man den Ankerstrom
x1(t) auf die StellgréBe u(t) zurlckfihren. Stellt man beide Konstanten auf Null ein, erhalt man das
Verhalten der ungeregelten Strecke.
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x1(t) = -(R/L) * x1(t) - (1/k) * x2(t) + (1/L) * u(t) all=-R/L al2=-1/kL b1=1/L R= 3,00 V/A
x2(t) = (kM/J) * x1(t) a21=kM/J  a22=0 b2=0 L= 0,0010 Vs/A
kM= 0,048 Vs
Zeitdiskret: all= -3000 1/s k= 20,95 1/Vs
x1(t) -> (x1(k) - x1(k-1)) / At al2= -47,74 A J= 6,00E-05 kg m2
x2(t) -> (x2(k) - x2(k-1)) / At a21= 795,7 1/As2 2= 6,284
a22= 0 Regler
bl= 1000 A/Vs k1= 41,3 V/A
b2= 0 k2= 0,03 Vs
|Mode|l Zeitintervall At 0,01 s 2 Messpunkte pro Umdrehung bei fN |
Index k u(k) [V]  u(k)-uR(k) [V] x1(k) [A]  x2(k) [Hz] f(k)=x2(k)/2rt  u(k)/uN x1(k)/IN x2(k)/fN uR(k) k1*x1(k-1) k2*x2(k-1)
[ 1 0 0 0 0 0 Vorgabe: Stillstand 0 |
0 24 24 6,90 54,88 8,73 1 2,30 0,17 0,00 0,00 0,00
1 24 31 8,45 122,08 19,43 1,305 2,82 039 -7,32 -8,97 1,65
2 24 31 7,57 182,29 29,01 1,305 2,52 0,58  -7,32 -10,98 3,66
3 24 28 5,87 228,99 36,44 1,182 1,96 0,73 -4,37 -9,84 5,47
4 24 25 414 261,95 41,68 1,032 1,38 083 -0,76 7,63 6,87

Bild 3.7 Muster zur Realisierung der Regelstrecke (Tabellenkalkulation)

Geeignete Reglerkonstanten ki und k2 lassen sich in der Simulation durch Probieren finden. In
Anlehnung aus die Drehzahlregelung aus Abschnitt 1 verbleibt zunédchst k1 = 0. Die Konstante k2 fihrt
dann die aktuelle Kreisfrequenz auf die Ankerspannung zuriick. Folgende Abbildung zeigt Testlaufe
mit unterschiedlichen Einstellungen der Reglerkonstanten.

ungeregelt (k1=0, k2=0) ==u(k)/uN Ux=24V
x1(k)/IN In=3A
L —— i x2(K)/EN fy= 50 Hz

51 53 55 57 50 61163 65 67 69 71 73 15 I BN RY RS HY S 51 915597 5

135 7 S35 TISANBBT

ki=0V/A ==u(k)/uN
k2= 0,03 Vs x1(k)/IN

1 g x2(K)/EN
e )

HO193 05 7 5 2113351718 2123 25 27 25 31 33 35 37 35 41 43 &5 47 43 51 53 55 57 AL E'67 6339972 77 79 81 K3 35 87 £9 91 93 55 97 95

. ks =-1,3 V/A —=u(k)/uN
_ k2=0,03 Vs x1(k)/IN
x2(K)/N

/\“ 1

Bild 3.8 Testlédufe des Zustandsreglers
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Da die Drehzahl xo(t) die Nenndrehzahl xn beim ungeregelten Motor (oberes Diagramm in der
Abbildung) im eingeschwungenen Zustand deutlich Ubersteigt, wird die Konstante k2 so gewéhlt, dass
im eingeschwungenen Zustand der Motor auch im Leerlauf die Nenndrehzahl erreicht. Ein geeigneter
Wert findet sich durch Probieren ausgehend von k=0 bei k2=0,03 Vs. Das mittlere Diagramm zeigt,
dass durch diese MaBnahme die Ankerspannung zunéchst angehoben wird.

Hierdurch verbessert sich die Einschwingdauer gegenuber dem ungeregelten Zustand (wobei
sich der Motor im ungeregelten Zustand auf eine héhere Drehzahl als gefordert einschwingt). Das
Einschwingverhalten lasst sich durch Erhdéhen von ko weiter verbessern, wobei der Motor dann
allerdings seine Nenndrehzahl nicht mehr erreicht. Dieses Verhalten ist fir P-Regler blich.

Wahrend die Drehzahl sich nach einer Weile auf einen gegebenen Wert einschwingt, sinkt der
Ankerstrom im eingeschwungenen Zustand im Leerlauf auf Null. Mit Hilfe der Konstanten k; l&sst sich
daher nur das transiente Verhalten beeinflussen. Im unteren Diagramm der Abbildung wurde ki so
gewahlt, dass der Ankerstrom auf die Eingangsspannung mitkoppelt (k1= -1,3 V/A). Die Eingangs-
spannung folgt also dem Ankerstrom. Durch diese Anhebung der Spannung im transienten Zustand
verkirzt sich die Einschwingdauer weiter.

Nach dem Abschalten der Eingangsspannung sorgt der Regler in beiden Féllen fur eine
umgepolte Regelspannung am Eingang, wodurch sich das Einschwingen auf den Ruhezustand
verkirzt. Trotz der etwas komplexen mathematischen Form gestaltet die Einstellung des Reglers bei
physikalisch plausiblen ZustandsgréBen recht intuitiv.

Einfluss auf die Ubertragungsfunktion

Um den Einfluss des Reglers auf das Ubertragungsverhalten abzuschétzen, werden die
Zustandsgleichungen des geregelten Systems aufgestellt. Der Unterschied gegenliber dem ungere-
gelten System besteht in der Rickfihrung der Zustdnde auf die StellgroBe u(t). Die Zustands-
gleichungen des ungeregelten Systems finden sich in (3.22) und (3.23).

Fir das geregelte System gilt:
u(t) = us(t) - ur(t) = u1(t) - KT x(t) (3.41)
Einsetzen in die Gleichung (3.22) ergibt die Zustandsgleichungen des geregelten Systems.
xt) =Ax(t) + bui(t) -bkTx(t) =(A-bkT)x(t)+ bui(t) (3.42)
y(t) = cT x(t) (3.43)

Man erkennt, dass sich durch die Ruickfihrung der Zustdnde die Systemmatrix &ndert: Die
Systemmatrix A des ungeregelten Systems wird in die Matrix A des geregelten Systems Gberfihrt.

A'=(A-bkT) (3.44)

Die Ubertragungsfunktion erhalt man aus der Systemmatrix nach Gleichung (3.28). Fiir die
Ubertragungsfunktion des geregelten Systems G(s) erhalt man mit der Systemmatrix A‘ also:

G{s)=cT(SE- A1 b=cTds) b (3.45)

Die Pole der Ubertragungsfunktion erhdlt man aus der Determinanten der Transitionsmatrix
®‘(s) aus der Beziehung det(®‘(s)) = 0. Da die Systemmatrix A durch die Rickfihrung gemaB
Gleichung (3.44) in A* ge&ndert wurde, verschiebt sich durch den Regler die Lage der Pole.
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Sind die Zustandsgleichungen in der Regelungsnormalform gegeben, ist der Einfluss des
Reglers auf die Pole unmittelbar abzulesen. Die Zustandsgleichungen haben in diesem Fall folgende
Form.

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Ar= = br=
0 0 0 0 1 0
-ao asi az -as an-1 1
CRl= [ o c2 chz  Cnt | dr=bm

Die Beziehung b kTaus Gleichung (3.44) fihrt zu einer Matrix der Form:

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
brkT= 0 0 0 4
0 0
ki ka ks Kn-1 L)

Durch Subtraktion von der Matrix Ar erhalt man als neue Systemmatrix A'r

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A’R: AR_bRkT= 0 0 0 0 ?
(aovks) -(artke)  -(az+ks) (Bnotkns)  -(@ni+ko)

Man erkennt, dass sich mit Hilfe der Faktoren ki unmittelbar das Nennerpolynom des Systems
beeinflussen lasst. Die Nullstellen des Nennerpolynoms reprasentieren die Pole der Ubertragungs-
funktion. Fir die geregelte Strecke erhalt man:

N(s) = 8" + (an-1 + Kn) 8™ + (@n-2+ Kn-1) S™2 + ...+ (a1+ k2) s+ (ao+ ki) =0 (3.46)

Das Nennerpolynom der ungeregelten Strecke erhalt man hieraus fir ki=0. Somit 1&sst sich zur
Bestimmung geeigneter Reglerparameter k; folgendes Verfahren anwenden: Pole der ungeregelten
Strecke berechnen, erwinschte Verschiebungen der Pole vorgebe n, passendes Nennerpolynom
hierzu berechnen, Reglerkoeffizienten hieraus durch Vergleich mit dem Polynom der ungeregelten
Strecke ermitteln. Die Berechnung der Pole erfolgt am einfachsten numerisch aus dem Nenner-
polynom mit Hilfe eines mathematischen Werkzeugs, wie z.B. MATLAB.

Beispiel: Mit Hilfe der MATLAB Befehle in Anhang E ermittelt man fiir die ungeregelte Strecke durch
Eingabe der Zustandsgleichungen folgende Pole: p1=- 12.7 und p2 = - 2987.3. Der erste Pol ist domi-
nant, d.h. er bestimmt das Zeitverhalten der Strecke (der erste Pol hat eine wesentlich gréBere Zeit-
konstante als der zweite Pol: T = 0.0787 und somit /At = 7.97 Stltzstellen im Simulationslauf). Als
Nennerpolynom berechnet man: N = s2 + 3000 s + 37990, der Z&hler betragt 795700. Das System
schwingt sich somit auf den Wert h(t—) = 20.9 ein.
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3.4. StorgroBen im Regelkreis

Bisher wurde im Modell der Regelstrecke bzw. im Zustandsregler keine StérgréBen berlck-
sichtigt. Fur den Gleichstrommotor wére eine solche StérgroBe ein wechselndes Lastmoment. Den
Einfluss des Lastmoments als StérgréBe entnimmt man dem elektrischen Ersatzschaltbild.

di .
UL=LzI—{ ur = Ri(t)

Tragheitsmoment J
Lastmoment M.

Uy
Drehzah! f

Bild 3.9 Elektrisches Ersatzschaltbild des Motors mit Lastmoment

Nach der Maschenregel folgt aus dem Ersatzschaltbild (siehe auch Kapitel 1):
ui(t) = L di(t)/dt + Rii(t) + w(t)/k (3.47)

Fur die Drehmomente gilt die summarische Betrachtung: Das Drehmoment des Motors ist
gleich der Summe aus dem Lastmoment und der Drehimpulsénderung des Rotors (Ankers):

Mwm(t) = ML + J dw(t)/dt (3.48)
Der Ankerstrom ist proportional zum Drehmoment. Einsetzen von Mu(t) = kwm i(t) ergibt:
km i(t) = ML + J dw(t)/dt (3.49)
Wenn man die beiden Zustandsvariablen i(t) = xi(f) und w(t) = x2(t) bezeichnet, sowie die
EingangsgroBe mit u(t) und die AusgangsgréBe mit y(t), lassen sich die beiden Gleichungen (3.47)
und (3.49) wiederum die Form der Zustandsgleichungen bringen, indem man die beiden Gleichungen
nach xi(t) = dx1(t)/dt und x2(t) = dxz(t)/dt umformt.
x1(t) = -(R/L) * x1(t) - (1/kL) * x2(t) + (1/L) * u(t) (3.50)
xo(t) = (km/J) * x1(t) - MJ (3.51)

Das Lastmoment ML fuhrt somit unmittelbar zu einer Drehzahl&nderung xo(t). Abstrakt formuliert
ist der Angriffspunkt der StérgréBe die Zustandsénderung. Im Blockschaltbild wére die StérgréBe

somit wie in folgender Abbildung zu berticksichtigen.
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Bild 3.10 Zustandsregler mit StérgréBe

Im Beispiel des Lastmoments wére z = ML und der Spaltenvektor g = (0, 1/J). Im allgemeinen
ergibt sich mit den Bezeichnungen aus der Abbildung unter Bertcksichtigung der StérgréBe flr die

Zustandsgleichungen folgende Form.
x(t) =Ax(t) + bu(t) + g z(t) (3.52)
y(t) = cT x(t) + d u(t) (3.53)
Die StérgroBen wirken somit auf den Zustand des Systems ein und bringen es aus dem Gleich-
gewicht. Vom Systemansatz wirkt eine StorgréBe z(t) auf die Regelstrecke genau wie die StellgréBe

u(t). Das geregelte System den Einfluss der StérgréBe Uber die Regelschleife durch das Ausgangs-
signal des Reglers ur(t) entgegen wirken.

Ubung 3.15: Ergénzen Sie das Lastmoment M. als StérgréBe in Inrer Simulation der Regelung.
Geben Sie willkirliche Lastwechsel vor. Analysieren Sie das Storverhalten Ihrer Regelung.

Fthrungsverhalten und Stérverhalten des Zustandsreglers

Folgende Abbildung zeigt einen Testlauf des Zustandsreglers mit Lastwechsel. Das obere
Diagramm in der Abbildung zeigt das Verhalten der ungeregelten Strecke. Fir das Fihrungsverhalten
wurde die EingangsgréBe u+(t) gegenliber der Strecke in Abschnitt 3.3 beibehalten. Zu Beginn wird
die Nennspannung eingeschaltet. Ab der 60. Stutzstelle erfolgt eine Abschaltung.
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ungeregelt (k1 =0, k2= 0) S=u(k)/uN Un=24V

x1(K)/IN IN=3A
x2(k)/fN fn=50 Hz
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ki=-1,3V/A “<u(k)/uN
k2=0,03 Vs x1(k)/IN
x2(k)/fN

N —
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Bild 3.11 Flihrungsverhalten und Stérverhalten

Da der Ankerstrom dem Lastmoment folgt, kann man die vorgegebenen Lastwechsel dem
Motorstrom entnehmen. Zu Beginn lauft der Motor in den Leerlauf hoch: Der Ankerstrom geht mit
steigender Drehzahl auf Null zurliick. Ab der 26. Stiitzstelle erfolgt ein Lastsprung in Hohe der
Nennlast des Motors: Der Motorstrom steigt auf seinen Nennwert. Die Nennlast bleibt Gber den
Abschaltzeitpunkt hinaus bestehen, bis zur 79. Stutzstelle, dann erfolgt ein Lastwechsel in den
Leerlauf. Der Motor kehrt in den Ruhezustand zuruck.

Dem unteren Diagramm in der Abbildung entnimmt man, dass die geregelte Strecke ein deutlich
besseres Flhrungsverhalten sowie ein deutlich besseres Stdrverhalten besitzt. Die Lastwechsel
werden deutlich schneller ausgeglichen. Die Reglerparameter wurden hierbei beibehalten, d.h. der
Regler bleibt so eingestellt, dass er im Leerlauf die Nenndrehzahl erreicht. Bei Nennlast erreicht der
geregelte Motor die Nenndrehzahl nicht mehr. Dieses Verhalten lasst sich durch Andern des
Parameters ka2 leicht &ndern, allerdings auf Kosten der Regelabweichung im Leerlauf. Dieses
Verhalten ist fur P-Regler tblich.

Ubung 3.16: Im letzten Drittel des Testlaufes treten libergangsweise negative Drehzahlen auf. Ist ein
solches Verhalten plausibel und erklarbar?

Vorgelagerter I-Regler

Mochte man Regelabweichungen ausregeln, bietet sich ein zuséatzlicher I-Regler an. Im
einfachsten Fall lagert man diesen der Zustandsregelung vor. Die folgende Abbildung zeigt eine
solche Anordnung. Als Regelstrecke des I|-Reglers wird die per Zustandsrickfihrung geregelte
Strecke verwendet, wie in Abbildung 3.10 gezeigt. Das Zeitverhalten der Regelstrecke organisiert die
Zustandsregelung. Der vorgelagerte |-Regler soll verbliebene Abweichungen der RegelgréBe
ausregein.
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Bild 3.12 vorgelagerter I-Regler

Die Regeldifferenz e(t) lasst sich als zeitliche Ableitung einer weiteren ZustandsgréBe A(t)

interpretieren, namlich e(t) = A‘(t)= dA(t)/dt . Auf diese Weise lasst sich der vorgelagerte |-Regler
formal in die Zustandsgleichungen einbinden. Man erhélt insgesamt:

x(t) =Ax(t) + bu(t) + g z(t) (3.54)
y(t) = cT x(t) (3.55)
u(t) = -kT x(t) + Ki A(t) (3.56)
A() =e(t) = w(t) - y(t) = w(t) - cT x(t) (3.57)

Folgende Abbildung zeigt das Blockschaltbild der gesamten Anordnung. Die oben genannten
Zustandsgleichungen lassen sich hieraus unmittelbar herleiten.

StorgroBe
_____________________________________________________ A
g Storungsvektor
P Zustandsvektor i
w K u s x
O K [0 b IRl Tty
I-Regler Eingangsvektor Ausgangsvektor§
N (Spalten) (Zeilen) ||
A —
.................................................... Systemmatrix || Regelstrecke |
kT
UR Regler Innere Regelung

Bild 3.13 Zustandsrtickfiihrung mit I-Regler

Interpretiert man A(t) als weitere ZustandsgrdBe, so lasst sich Gleichung (3.57) als Erweiterung
von Gleichung (3.54) darstellen. Man erhélt eine erweiterte Systemmatrix. Die Ordnung des Systems
hat sich durch A(t) um 1 erhéht. Die StellgréBe insgesamt ist durch Gleichung (3.56) beschrieben. Der

Rickfihrvektor ergibt sich zu kT = [kT; A-Ki]. In Matrizen und Vektoren dargestellt erhalt man
insgesamt:
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Ubung 3.17: Uberpriifen Sie die Korrektheit der erweiterten Zustandsgleichungen oben.

I-Regler fir den Gleichstrommotor

Die Realisierung des vorgelagerten I-Reglers ist leicht und erfolgt mit den Methoden aus
Abschnitt 1 dieses Manuskripts. Folgende Abbildung zeigt das Verhalten des geregelten Antriebs mit
zusétzlichem I-Regler. Im Vergleich zum oberen Diagramm (ohne I-Regler) zeigt das untere
Diagramm, dass die Strecke nun unabh&ngig vom Lastzustand auf den vorgegebenen Sollwert
ausgeregelt wird.

k:=-1,3V/A ==u(k)/uN

k2=0,03 Vs x1(k)/IN

x2(K)/fN

[ Dmmp——

\u‘ P
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ki=-1,3V/A <u(k)/uN

k2=0,03 Vs X1(K)/IN

Ki=5V/Hz x2(K)/fN

/\ o ..... \w
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Bild 3.14 Verhalten der Strecke mit zusétzlichem I-Regler

Mit Hilfe der oben hergeleiteten erweiterten Zustandsgleichungen lasst sich das geregelte
System analysieren. Mit den gewéhlten Reglereinstellungen finden sich aus den Eigenwerten der
erweiterten Systemmatrix Pole an den Stellen: p1=- 42,97, p23=- 0,0149 +j 0,3847.

Ubung 3.18: Erweitern Sie lhre Zustandsregelung im einen I-Regler. Analysieren Sie das Verhalten
der Regelung und bestimmen Sie glinstige Reglerparameter.
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4. Schatzung der Zustande und Systemparameter

4.1. Optimale Regler

In den bisher betrachteten Féllen erfolgte die Einstellung der Reglerparameter willklrlich durch
Probieren bzw. nach Einschatzung der Regelstrecke. Die Ziele der Regelung (Verbesserung des
Zeitverhaltens, Ausregeln von Stérungen etc) wurden nicht explizit formuliert. Ebenso wurden Rand-
bedingungen nicht explizit formuliert. Hierzu wére das Einhalten von Grenzen fiir ZustandsgréBen
(z.B. Ankerstrom) bzw. StellgréBen (z.B. Eingangsspannung) zu rechnen.

Bei formaler Vorgabe der Ziele und Randbedingungen lassen sich mit Hilfe einer Kostenfunktion
zur Bewertung der Optionen in Bezug auf die Vorgabe optimale Reglereinstellung finden. Als Kosten-
funktion dient hierbei z.B. die mittlere quadratische Abweichung von den Vorgaben (Methode der
kleinsten Quadrate, engl. least squares). Fir den zeitlichen Verlauf der Komponente xi(t) vom vorge-
gebenen Verlauf xo(t) wirde man die Abweichungen also wie folgt bewerten:

J (xi(T) - Xi0)2 dT = minimum (4.1)

Im Unterschied zum I-Regler wird hier die Summe der quadratischen Abweichungen bewertet.
Um die Abweichung insgesamt zu bewerten, wird eine Kostenfunktion definiert, die alle Komponenten
des Vektors xi(t) individuell bewertet.

J(u) = [ Z gi (X(T) - Xi0)2 + r (u(T) - Uo)2 dT = minimum (4.2)

Die Bewertung gi muss hierbei individuell vorgegeben werden. In Gleichung (4.2) wurde
auBerdem die quadratische Abweichung der Stellgr6Be u von der Vorgabe uo mit der Gewichtung r
bewertet. Hierbei wurde voraus gesetzt, dass ein fester Betriebspunkt mit xo und uo eingehalten
werden soll. J(u) bezeichnet die Kostenfunktion bzw. Gutefunktion der gewahlten Optimierung. Wahit
man als Vorgabe xio=0, sowie uo=0 so vereinfacht sich die Gleichung.

J(u) = [ 2 gi xi(1)2 + r u(T)2 dT = minimum (4.3)

Die bewertete Summe X @i xi(T)2 lasst sich auch als Produkt xT Q x interpretieren, wobei xT
einen Zeilenvektor mit den Komponenten x; darstellt, und Q eine Diagonalmatrix mit den Kompo-
nenten q; in der Hauptdiagonalen. In dieser vektoriellen Schreibweise lautet die Kostenfunktion wie
folgt.

J(u) = [ xT(T) Q x(T) + r u(T)2 dT = minimum (4.4)
Bei der gewéhlten Vorgabe uo=0 (bzw. u1=0 im Blockschaltbild der Zustandsregelung) gilt:
u(t) = - KT x(t) (4.5)

Daher lassen sich aus der Beziehung J(u) = minimum in Bezug auf die Vorgabe optimale
Reglerparameter ki ableiten. Fur die mathematische Herleitung der Losung wird auf die Literatur im
Literaturverzeichnis verwiesen. Die L&sung folgt aus den vorgegebenen Zustandsgleichungen
(Systemmatrix A, Eingangsvektor b), sowie den Gewichtungen gjund r. Die L6sung hat die Form

kopt" =f (A, b, Q, 1) (4.5)

Fir die Funktion f (A, b, Q, r) findet sich ein passender MATLAB Befehl in Anlage E. Voraus-
setzung fir die Anwendbarkeit der optimalen Regelung ist jedoch die Steuerbarkeit der Regelstrecke:
mit Hilfe der mit kr gewichteten, zurlckgefuhrten ZustandsgrdoBen - kT x(t) muss sich das System in
den angestrebten Zustand xo Uberfiihren lassen, d.h. die Rickfiihrung muss auf alle ZustandsgréBen
wirken.
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Steuerbarkeit

Die Steuerbarkeit definiert, ob sich alle Zustdénde durch die EingangsgréBe u(t) beeinflussen
lassen. Ein System gilt als vollstandig steuerbar, wenn mit Hilfe des Eingangssignals u(t) der initiale
Systemzustand x(to) innerhalb eines endlichen Zeitintervalls ti-to in einen beliebigen Zustand x(t1)
Uberfuhrt werden kann.

Liegt die Systemmatrix des Systems in der Diagonalform vor (d.h. alle Eigenwerte bzw.
Polstellen befinden sich in der Hauptdiagonalen der Systemmatrix), ist die Steuerbarkeit unmittelbar
am Eingangsvektor b ablesbar.

pp 0 0 0 0 1
0 pz 0 0 0 1
Ap= 0 0 ps bp= 1
Pn-1 0
o 0 o 0 Pn 1
co'= [ o cz cs Crt Cn ] do=d

Wenn eine der Komponenten des Eingangsvektors b Null ist, kann das Eingangssignal u(t)
nicht auf die betreffende Zustandsvariable wirken:

x(t) =Ax(t) + bu(t) + g z(t) (4.6)

Der betreffende Zustand lasst sich somit nicht durch u(t) beeinflussen, das System ist nicht
vollstédndig steuerbar. Liegt die Systemmatrix nicht in Diagonalform vor, besteht eine Wechselwirkung
zwischen den ZustandsgréBen: es besteht die Mdglichkeit einer mittelbaren Beeinflussung. Fir den
allgemeinen Fall 1&sst sich ein Kriterium entwickeln, aus dem sich die Steuerbarkeit ermitteln Iasst. Die
Steuerbarkeitsmatrix Qs wird hierzu wie folgt definiert:

Qs = [b, Ab, A2, ... A™1b] 4.7)

Die Steuerbarkeitsmatrix ist quadratisch, d.h. bei einem System 2. Ordnung bestehend aus dem
Spaltenvektor b und dem Spaltenvektor A*b. Ein System ist steuerbar, wenn die Determinante der
Steuerbarkeitsmatrix ungleich Null ist:

det(Qs) 20 (4.8)

Bei steuerbaren Systemen lassen sich mit Hilfe der ZustandsgréBenrlckfihrung die Eigenwerte
beliebig veréndern.

Optimale Regelung fir den Gleichstromantrieb

Fir den Gleichstromantrieb wiirde man durch Betrachtung des physikalischen Modells davon
ausgehen, dass das System durch die EingangsgréBe u nicht vollstandig steuerbar ist: Die Eingangs-
spannung u filhrt zu einer Anderung der Drehzahl (ZustandsgréBe x»). Der Ankerstrom i (Zustands-
gréBe x4) wird jedoch durch das Lastmoment bestimmt (sowie im transienten Zustand durch die
Schwungmasse des Rotors). Durch Vorgabe der Ankerspannung wird man also den Ankerstrom nicht
dauerhaft beeinflussen kénnen.

Lasst man das Lastmoment als StérgréBe weg (betrachtet das System also im Leerlauf), ist der
Ankerstrom durch den ohmschen Verlust durch die Ankerspannung steuerbar. Fir den Gleichstrom-
antrieb berechnet sich die Steuerbarkeitsmatrix zu

Qs= [b1, bi1*a; 0, bi1*az1] (4.9)
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Die Determinante ergibt sich somit zu det(Qs)= bs2*az21. Die Determinante ist ungleich Null, da
die Werte der Zustandsgleichungen by # 0 und a21 # 0 sind. Das leerlaufende System ist somit
vollstandig steuerbar.

Fur eine optimale Regelung werden folgende Kriterien gewéhlt: r=1 (die Steuerung soll sich mit
mit minimalen Anderungen der StellgréBe erzielen lassen, q11=0 (starke Anderungen und dauerhafte
Abweichungen des Ankerstroms werden in Kauf genommen), ge2=1 (die Drehzahl soll sich mdglichst
genau auf die Vorgabe einstellen). Einsetzen dieser Vorgaben in Gleichung (4.5) ergibt folgende
Reglerparameter:

koot = f (A, b, Q, 1) (4.10)

Numerische Berechnung ergibt ki=0,2431 und k2=0,9532. Berechnung der Eigenwerte der
Systemmatrix der geregelten Strecke A = (A - b kT) ergibt A1=-29,752 und A>=-2,6785 im Vergleich zu
A1=-29,8721 und A2=-0,1279 der ungeregelten Strecke. Die Lage des dominanten Pols A2 hat sich
somit deutlich in Richtung kleinerer Zeitkonstanten verschoben.

Beim Testlauf im Simulator soll die Strecke geméaB der Vorgaben der Optimierung vom initialen
Zustand x(to)= [0; wo] (Leerlauf bei Nenndrehzahl) in den Ruhezustand x(to)= [0; O] Ubergehen. Die
Abbildung zeigt in der oberen Abbildung das Verhalten der ungeregelten Strecke. Beim Einsetzen der
Reglerparameter k1=0,2431 und k2=0,9532 ist zu beachten, dass ko fir die Kreisfrequenz w gilt. Bei
Verwendung der Drehzahl f in der Simulation ist der Wert von ko durch 2t zu dividieren. Das untere
Diagramm zeigt das Verhalten der geregelten Strecke.

02

ki=0
k=0 ==ufk)}/uN
ungeregelte Strecke XUK/IN
x2(k)/fN

41 35 7 9122318 S2asiRREIY I S35 55 37 M A1 43454020515 S5STNE1EIGEEIEI I NI TS M A EIAC D 29913 5

==u(k)/uN

L WP S 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 30 35 37 38 41 43 45 47 49 51 53 55 57 53 61 63 65 67 69 71 73 75 7 7@ xItk‘J/IN % % 57 9
o x2(k)/fN

ki1 =0,2431 V/A
k2=0,9532/2nt Vs
optimaler Regler

08

Bild 4.1 Ausschwingverhalten mit optimalem Regler

Die kirzere Reaktionszeit der geregelten Strecke ist deutlich zu erkennen. Der Ankerstrom
steigt kréaftig bis zum Betrag des Nennstroms. Das Beispiel zeigt auch, dass die Reglerparameter
immer abh&ngig von den Vorgaben sind. Die Optimierung entlastet nicht von der Wahl verniinftiger
Vorgaben fur die Optimierung. Hierflr ist ein gutes physikalisches Verstédndnis der Regelstrecke
hilfreich. Die Durchfihrung wird jedoch durch die standardisierte Form der Zustandsgleichungen sehr
vereinfacht.
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Ubung 4.1: Verwenden Sie die optimalen Reglerparameter in einer Simulation mit StérgréBe und
analysieren Sie das Verhalten der Regelung.

4.2. Regler mit Beobachter

Nicht immer sind nicht alle Zustdnde messbar, bzw. der Aufwand hierflir ist zu hoch. Beim
Gleichstrommotor wére es beispielsweise denkbar, auf die Messung des Ankerstroms zu verzichten.
Die Kenntnis aller Zustande ist jedoch fir die Regelung per Zustandsrickfuhrung erforderlich. Eine
Alternative zur Messung der Zustande ist daher die Schatzung der Zustdnde aus dem Ausgangs-
signal. Dieses Verfahren ist bei digitalen Reglern praktikabel, wo der Messaufwand die Kosten fur
einen etwas komplexeren Regelalgorithmus tbersteigt.

Die Schatzung der Zustdnde aus dem gemessenen Eingangssignal und gemessenen
Ausgangssignal erfolgt durch einen sogenannten Beobachter. Der Beobachter enthélt, wie in der
Simulation, ein Modell der Regelstrecke. Mit Hilfe des Modells der Regelstrecke schétzt der
Beobachter die Zustédnde so ab, dass sich das aus dem gemessenen Eingangssignal errechnete
Ausgangssignal dem gemessenen Ausgangssignal anpasst. Der Beobachter liefert dem Regler die
geschétzten Zusténde. Folgende Abbildung zeigt die Anordnung.

Stérgrofe l z

g Storungsvektor
i 4} Zustandsvektor i
ut X X
O T L PR il
Eingangsvektor Ausgangsvektori
(Spalten) (Zeilen)
A
. Sysemmamix Regelstrecke
TR Beobachter —y
X {} geschétzter Zustandsvektor
T
UR k Regler

Bild 4.2 Regelung mit Beobachter

Der Beobachter benétigt einen Messpunkt am Eingangssignal und einen Messpunkt am
Ausgangssignal. Voraussetzung fur die Zustandsschétzung durch den Beobachter ist, dass sich die
Zustdnde aus dem gemessenen Ausgangssignal und dem gemessenen Eingangssignal ableiten
lassen. Das ist dann der Fall, wenn jede Komponente des Zustandsvektors der Strecke einen Einfluss
auf das Ausgangssignal der Strecke hat.

Beobachtbarkeit

Formal ist die Beobachtbarkeit eines Systems so definiert, dass aus dem Eingangssignal u(t)
und dem Ausgangssignal y(t) des Systems der Zustandsvektor x(t) innerhalb eines endlichen
Intervalls [to, t1] bestimmt werden kann.
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Liegen die Zustandsgleichungen in der Diagonalform vor, so sind die Zustdnde voneinander
entkoppelt. In diesem Fall 1&sst sich die Beobachtbarkeit unmittelbar am Ausgangsvektor cT ablesen:
der Ausgangsvektor darf keine Komponente enthalten, die gleich Null ist. Im allgemeinen Fall wird zur
formalen Uberpriifung der Beobachtbarkeit eine Beobachtbarkeitsmatrix Qs gebildet.

Qs =[c, AT ¢, AT2¢, ... ,(AT)1c] (4.11)

Ein System gilt dann als beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix den Rang der
Zustandsgleichungen besitzt. In diesem Fall sind alle Zeilen und Spalten der Matrix linear unab-
hangig. Die transponierte Systemmatrix AT erhalt man durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen. Den
Rang der Beobachtbarkeitsmatrix ermittelt man aus der Determinante bzw. aus den Unterdeter-
minanten der Beobachtbarkeitsmatrix. Der Rang entspricht der gréBten Unterdeterminanten, die un-
gleich Null ist.

Beobachtbarkeit des Gleichstromantriebs

Da der Ausgangsvektor c™=(0,1) eine Null enthalt, représentiert das Ausgangssignal nur die
Komponente xzo(t) des Zustandsvektors, d.h. die Kreisfrequenz w(t). Der Strom i(t) geht als Zustands-
gréBe x4(t) nicht unmittelbar in das Ausgangssignal ein. Allerdings gibt es eine mittelbare Abh&ngigkeit
der Drehzahl vom Strom durch die Systemmatrix A.

Zur formalen Uberpriifung ermittelt man fiir den Gleichstromantrieb
Qs= [0, a21; 1, 0] (4.12)

Die Determinante errechnet sich zu det(Qs) = - a21. Somit ist das System beobachtbar.

Aufbau des Beobachters

Der Aufbau des Beobachters entspricht den Zustandsgleichungen, wie in folgender Abbildung
gezeigt. Als Eingangssignale erhalt der Beobachter das gemessene Eingangssignal u(t) der Strecke,
sowie das gemessene Ausgangssignal y(t) der Strecke.

y o)

r' g

v\I/.V -y y
h c’
X % geschétzter
X X Zustandsvektor
u ——— b :()és:"} f £
A\
Eingangsvektor Ausgangsvektor
(Spalten) (Zeilen)
A K—
Systemmatrix Beobachter

Bild 4.3 Aufbau des Beobachters

Das Ausgangssignal der Strecke wird verwendet, um den Beobachter zu fihren. Die Abwei-
chung des Ausgangssignals der Strecke y(t) und des Schatzwertes des Ausgangssignals y(t) wird mit
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dem Vektor h gewichtet und dient somit zur Korrektur der Schatzwerte der Zusténde. Die Struktur des
Beobachters entspricht somit der eines Regelkreises.

Aus dem Blockschaltbild ergeben sich die Zustandsgleichungen des Beobachters:

X)) =AX({) + bu(t) + h(y(t)-y(t) (4.13)

g(t) = cT X(t) (4.14)
Durch Einsetzen von (4.14) erhalt man hieraus:

) =(A-hcT)x(t) + bu(t) + hy(t) (4.15)
Der Beobachter hat als Eingangssignale u(t) und y(t). Die Systemmatrix erhdlt durch die

Ruckfihrung des Schatzwertes y(t) die Form A'= (A - h cT). Der Schétzfehler der Zusténde betragt:
e(t) = x(t) - x(t) (4.16)

Fur die zeitliche Ableitung des Schéatzfehler &(t) ergibt sich mit den Zustandsgleichungen der
Strecke und des Beobachters die Beziehung:

ét)=(A-hcT) e (4.17)

Damit der Beobachter eine stabile Basis zur Regelung liefert, sollte der Schatzfehler mit der Zeit
fallen. Die Ableitung des Schétzfehlers sollte somit in allen Komponenten kleiner als Null sein. Das ist
dann der Fall, wenn alle Eigenwerte der Matrix (A - h cT) in der linken komplexen Ebene liegen, d.h.
die Realteile der Eigenwerte negativ sind.

Re {Eigenwerte (A-hcT) }<0 (4.18)

Dieses Verhalten lasst sich durch geeignete Wahl des Vektors h realisieren. Die Matrix (A - h cT)
beschreibt als Fehlermatrix die Anndherung der geschétzten Zustandswerte X(t) an die Zustandswerte
x(t). Nach Gleichung (4.15) ist diese Matrix zugleich die Systemmatrix des Beobachters. Die Wahl der

Eigenwerte legt somit die Pole des Beobachters fest. Damit der Beobachter schneller als die Strecke
reagieren kann, sollten diese weiter in der linken komplexen Ebene liegen als die Pole der Strecke.

Regelung des Gleichstromantriebs mit Beobachter

Die Regelung mit Beobachter ist in der Simulation weniger spannend, da die Simulation ja das
gleiche Modell der Strecke beinhaltet wie der Beobachter. Interessanter wére die Regelung eines
realen Systems mit Hilfe eines Systemmodells im Beobachter. Dennoch soll zur lllustration des
Prinzips eine Regelung mit Beobachter in der Simulation realisiert werden.

Hierzu ist zun&chst der Vektor h festzulegen. Die Eigenwerte der Systemmatrix A sind A1=-29,87
und A2 = -0,1279. Fir den Beobachter sollen die Eigenwerte A1=-32 und A2 = -0,2 betragen. Das
charakteristische Polynom hat die Gestalt (s - A1) (s - A2) = s2 - (A1 + A2) s + AMA2 = 0. Mit den
gewlnschten Werten erhalt man:

s2+322s+6,4=0 (4.19)

Mit h=[h1; h2] und cT=[0, 1] hat die Matrix des Beobachters hat die Gestalt A, = (A - h cT) = [a11,
asz-hy; az1, -h2]. Hierbei sind Die Lage der Pole ergibt sich aus det(sE - Ap) = 0 = (s - a11)(s + h2) + (hy
- a12) az1. Mit den Werten a11=-30, ai2=-0,48 und a»1=7,96 erhalt man hieraus:

$2 + (N2+30) s + 30 h + 3,82 + 7,96 h1 = 0 (4.20)
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Durch Koeffizientenvergleich mit (4.19) findet sich zunachst aus (h2+30) = 32,2 der Wert ho= 2,2
und hieraus hy=-7,967. Die Lage der Pole lasst sich durch Einsetzen von h1 und hz in Ap = (A- h cT)
und anschliessender Berechnung der Eigenwerte mit MATLAB verifizieren.

Ubung 4.2: Uberpriifen Sie die Lage der Pole des Beobachters mit MATLAB.

Ubung 4.3: Realisieren Sie den Beobachter in einer Simulation (mit Hilfe Ihrer Tabellenkalkulation oder
MATLAB) und analysieren Sie das Verhalten des Beobachters. Schéatzen Sie die Storfestigkeit des
Beobachters gegen verrauschte Messwerte ein.

Zur Realisierung des Beobachters dienen die Zustandsgleichungen (4.15) und (4.14) als Aus-
gangspunkt. Hierbei sei A, = (A - h cT) die Systemmatrix des Beobachters.

X@t)=(A-hch) k(@) + bu(t) + hy(t) =Ao X(t) + bu(t) + hy(t) (4.21)
y(t) = cT X(t) (4.22)
Mit b=[b+; 0], h=[h+; h2] und cT=[0, 1] ergibt sich heraus komponentenweise:

X1(1) = apb11 X1(t) + ab12 Xo(t) + b1 u(t) + h1y(t) (4.23)
Xo(t) = a2t X1(t) + ap2e Xo(t) + ha y(1) (4.24)
y(t) = Xa(t) (4.25)

Zur Realisierung wird das Differenzialgleichungssystem mit Hilfe der Naherung X‘i(t) = dxi(t)/dt =
Xi(t)-%i(t-At)/At =  Xi(k)-Xi(k-1)/At diskretisiert und zu einem Differenzengleichungssystem umgeformt.
Die wechselseitigen Beziehungen von Xi(k) und X2(k) in den Gleichungen werden durch Einsetzen
und Umformen geldst, so dass zunéchst die eine Komponente unabhéngig vom aktuellen Wert der
anderen Komponente berechnet werden kann.

“Sx2b(k)

“ex2(k)

103 5 7 9313315171520 23 252729 31 33 35 37 39 &1 &3 45 47 49 51 53 55 57 59 6153 65 67 65 71 73 57200 BN A RS RY 99 5Y 91 35 57 101

Bild 4.4 Schétzwerte des Beobachters in der Simulation

Die Abbildung oben zeigt einen Testlauf des Beobachters in der Simulation. Da die Regel-
strecke mit dem exakt gleichen Systemmodell ebenfalls nur simuliert ist, Uberrascht es nicht, dass der
Beobachter die Zustandswerte im Leerlauf exakt schatzen kann. Der Beobachter reagiert jedoch
empfindlich auf Rauschen in den Messwerten, wie sich durch Zufallszahlen z.B. in der gemessenen
Drehzahl y(t) zeigen lasst. Die Schatzwerte fir den Strom x4(t) schwanken dann recht stark.
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4.3. Unbekannte Regelstrecke

Durch einen Beobachter wurden im letzten Abschnitt die Zustdnde eines Systems bei vorgege-
benem Systemmodell geschéatzt. In Umkehrung der Aufgabenstellung sollte es auch mdglich sein, aus
der Messung der Eingangs- und Ausgangssignale eines Systems die Systemparameter zu schatzen.
Diese Methode kann bei einer unbekannten Regelstrecke bei der Erstellung des Systemmodells
nuatzlich sein. Folgende Abbildung zeigt die Aufgabenstellung.

Storgroe l z

g Storungsvektor
5 {} Zustandsvektor 3
u —o——’ b :>@x$ f X cT ——o—» y
Eingangsvektor Ausgangsvektor§
(Spalten) A (Zeilen)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Systemmarix _ Regelstrecke

A

> | Systembeobachter

Y

A.b.c {} geschétztes Systemmodell

Bild 4.5 Schétzung der Systemparameter

Wahrend der Beobachter Schéatzwerte fir den Zustandsvektor liefert, soll der System-
beobachter einen Schatzwert fiir die Ubertragungsfunktion des Systems liefern, bzw. ein System-
modell in Form der Systemmatrix, des Eingangsvektors und des Ausgangsvektors. Als Systemmodell
werden die Koeffizienten ajund b;der Ubertragungsfunktion im zeitdiskreten Fall verwendet.

G(z')=Zbizi/(1-2a zi) miti=0, .., m;j=1,..,n;m=n (4.26)

Anstelle der Variablen s der Laplace-Transformation ist die Variable z der Z-Transformation
getreten. Zur Theorie und Praxis zeitdiskreter Systeme folgt in Teil 2 dieser Vorlesung (Digitale Regler)
die Vertiefung der Methoden und Grundlagen. An dieser Stelle sollen nur die Mdglichkeiten digitaler
Regler aufgezeigt werden. Die Ubertragungsfunktion korrespondiert im Zeitbereich mit der Differen-
zengleichung

y(k) = Z biu(k-i) + Zaj y(k-j) miti=0, ..., m;j=1,..,n (4.27)

Beispiel: System 2. Ordnung

Fir ein System 2. Ordnung mit den Koeffizienten a0, a1 und b1, b2 ergeben sich Ubertra-
gungsfunktion und Differenzengleichung zu:

G(Z'1) =bo + by 21/ (1 -atz'-az 2'2) (4_28)
y(K) = bo u(k) + b1 u(k-1) + as y(k-1) + a2 y(k-2) (4.29)

Aus der diskreten Ubertragungsfunktion lassen sich wie gewohnt die Zustandsgleichungen
gewinnen. Hier gilt der aus Gleichung (3.28) bekannte Zusammenhang G(s) =cT (s E - A)?' b sinn-
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gemaB. In MATLAB werden flr zeitdiskrete Signale die identischen Befehle verwendet, jedoch mit
dem Zusatz des Abtastintervalls At (bzw. Ts in der Dokumentation vom MATLAB).

Ubung 4.4: Erstellen Sie ein Signalflussdiagramm zur Differenzengleichung (4.29). Verallgemeinern
Sie die Struktur fur beliebige n und m.

Ubung 4.5: Geben Sie in Matlab das Zahlerpolynom Z=[1,3] und Nennerpolynom N=[1,0,-4] ein.
Berechnen Sie die zeitdiskrete Ubertragungsfunktion G(z) mit dem Abtastintervall At=0.01 s. Hinweis:
Verwenden Sie die Funktion G=tf(Z,N,At). Berechnen Sie die diskreten Zustandsgleichungen zu der
Ubertragungsfunktion.

Startet man die Differenzengleichung (4.29) als Algorithmus zum Zeitpunkt k=0, so ergibt sich
mit den Startbedingungen u(k<0)=0, y(k<0)=0 folgender Ablauf:

k=0: y(0) = bo u(0)

k=1:y(1) =bou(1) + biu(0) + ai y(0)

k=2:y(2) =bou(2) + biu(1) +ary(1) + azy(0)
k=3:y(3) =bou(3) + biu(2) + ar1y(2) + azy(1)
k=4:y(4) =bou(4) + b1u(3) + a1 y(3) + a2y(2)

Optimierungskriterium fiir die Schétzung

Zur Ermittlung der Systemkoeffizienten bi und a; werden diese in einem Koeffizientenvektor ©
zusammengefasst:

OT= (a1, az, ..., an, bo, b1, ..., bm) (4.30)

Die gemessenen Stitzstellen des Eingangssignals u(k) und des Ausgangssignals y(k) werden
in einer Matrix untergebracht, so dass gilt:

y=Z20+e (4.31)

Hierbei repréasentiert der Ausdruck Z © das mit Hilfe der Schatzwerte des Systembeobachters
berechnete Ausgangssignal y = Z ©. Der Vektor e beinhaltet die Messfehler: eT=(e(0), e(1), ..., e(K)).
Der Vektor y hat hierbei die Struktur yT= (y(0), y(1), ..., y(K)). Die Matrix Z enthalt die Messwerte fur
alle Stutzstellen k= 0 bis K. Die Matrix besitzt folgende Struktur:

0 0 Pu(0) o 0
y((\ iou(1) u(0)
7z = | ¥ yo u@ un T uwo
. v yoy i .

y(K-1) yKn1) | uK) ulK-1) u(K-m-1)

Als Optimierungskriterium fir die Schatzung werden die mittleren Fehlerquadrate minimiert:
2ek)2=(y-Z0O)T (y-Z0O)=minimum (4.32)

In vektorieller Schreibweise ergibt sich die Summe der Fehlerquadrate als Skalarprodukt von (y
-Z O)T (y - Z ©). Die Lésung geht durch Ableitungen von Gleichung (4.32) hervor (siehe Literatur) und
errechnet sich zu:
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Oest=(ZT2)1 ZTy (4.33)

Hierbei bezeichnet Gest den Schatzwert der Systemkoeffizienten. Um diesen Schatzwert zu
berechnen, ist das System mit einem geeigneten Eingangssignalen zu stimulieren. Als Eingangs-
signale bieten sich ein Impuls u(k) = d(k) an, bzw. die Sprungfunktion u(k) = 1(k). Am Ausgang des
Systems erhdlt man dann die Impulsantwort bzw. Sprungantwort. Speziell bei der Impulsantwort
vereinfacht sich die Struktur der Matrix Z erheblich.

Rekursive Berechnung der Systemparameter

Die Berechnung der Systemkoeffizienten nach Gleichung (4.33) ist numerisch mit einigen Nach-
teilen verbunden: es erfordert die Berechnung einer inversen Matrix, was bei numerisch schlecht
konditionierten Vorgaben problematisch sein kann. Eine numerische etwas elegantere Methode ist der
Einsatz einer rekursiven Schatzung. Ein solches Verfahren ist das sogenannte Kalman-Filter. Das
Kalman-Filter wird in der Regelungstechnik zur Schatzung von ZustandsgréBen eingesetzt, d.h. als
rekursiver Beobachter.

Wenn man die Systemkoeffizienten in die Form der Zustandsgleichungen bringt, Iasst sich der
Algorithmus zur Schatzung der Systemparameter einsetzen. Zu diesem Zweck nimmt der Vektor der
Systemparameter den Platz des Zustandsvektors ein:

O(k+1) = E ©(k) (4.34)
y(k) = fT(k) ©(k) + e(k) (4.35)
Hierbei enthalt der Vektor fT(k) die Stutzstellen des Ausgangssignals und Eingangssignals zum

Zeitpunkt k: fT(k) = (y(k-1), y(k-2), ..., y(k-n), u(k), u(k-1), ..., u(k-m)). Das Kalman-Filter behélt mit
diesen Vorgaben die Struktur eines Beobachters, wie folgende Abbildung zeigt.

y(k) Ne™

\I/,V(k) - (k) y(K)
Gewichtsvektor T Signalvektor
K(k) des Fehlers f (Zeilen)

AN
Oest(k geschétzter
%:t() At > Oesi(k-1)

Koeffizientenvektor

E ————— |

Einheitsmatrix Systembeobachter

Bild 4.6 Kalman-Filter zur Schétzung der Systemkoeffizienten

Fir das rekursive Filter ergibt sich insgesamt folgender Ablauf:

Oest(K) = Oest(k-1) + K(K) (Y(K) - fT(K) Oest(k-1)) (4.36)
K(k) = P(k-1) f(k) (fT(k) P(k-1) f(k) + 1) (4.37)
P(k) = P(k-1) - K(k) fT(k) P(k-1) (4.38)
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Gleichung (3.36) geht aus dem Blockschaltbild hervor: den aktuellen Schatzwert Gesi(k) erhalt
man aus dem jeweils vorausgegangenem Schatzwert Qest(k-1) plus einem Korrekturterm. Das
Verfahren arbeitet also rekursiv. Der Gewichtsvektor K(k) in Gleichung (3.36) wird verwendet, um den
skalaren Korrekturterm y(k) - fT(k) Oest(k-1) zu bewerten, der die Abweichung des Schatzwertes (k)=
fT(k) Oest(k-1) vom aktuellen Ausgangssignal der Strecke y(k) reprasentiert.

Die Gleichungen (4.37) und (4.38) gehen nicht aus dem Blockschaltbild hervor. Gleichung
(4.37) definiert den Gewichtsvektor K(k) auf rekursive Weise. Hierbei ist P(k) eine Fehlerkovarianz-
matrix far den Koeffizientenvektor Oest(k). Die Hauptdiagonale von P(k) enthalt die Fehlervarianzen
der einzelnen Koeffizienten. Der in Gleichung (3.47) zu invertierende Ausdruck ist eine skalare GréBe,
so dass bei diesem rekursiven Algorithmus die Lo&sung eines linearen Gleichungssystem nicht
erforderlich ist.

Die Fehlerkovarianzmatrix P(k) wird in Gleichung (4.38) ebenfalls rekursiv berechnet. Als
rekursiver Algorithmus benétigt das Verfahren nach den Gleichungen (4.36), (4.37) und (4.38)
Startwerte. Der Koeffizientenvekior Oest(0) kann hierflir zu Null gesetzt werden. Zu Beginn des
Verfahrens muss mit einer gréBeren Ungenauigkeit der Schatzung gerechnet werden. Ein geeigneter
Startwert fur die Fehlerkovarianzmatrix ist daher eine von Null verschiedene, willklrliche Vorgabe.
Beispielsweise lasst sich die Hauptdiagonale von P(k) mit einem groBBen Wert wie z.B. 108 besetzen.

Schétzung der Systemparameter fir den Gleichstromantrieb

Der rekursive Algorithmus zur Schatzung der Systemkoeffizienten soll aus dem Eingangssignal
u(k) und dem Ausgangssignal y(k) die Systemparameter der Strecke schétzen. Hierzu ist eine
Vorgabe Uber die Ordnung des Systems erforderlich. Da im zeitkontinuierlichen Fall ein System 2.
Ordnung gendgte, sei fir den zeitdiskreten Fall ebenfalls ein System 2. Ordnung angenommen.

Die Ubertragungsfunktion und die Differenzengleichung des Systems sind somit wie folgt:
G(zY) =bo+bi1zV/(1-ai1z'-a2z?) (4.39)
y(K) =bo u(k) + b1 u(k-1) +ai y(k-1) + a2 y(k-2) (4.40)

Gesucht sind nun die Systemkoeffizienten bi und a;. Diese sollen aus einer Messreihe an der
Regelstrecke mit dem Eingangssignal u(k) und der Systemantwort y(k) ermittelt werden. Den
Koeffizientenvektor fir das System 2. Ordnung errechnet man zu:

OT= (a1, az, bo, b4) (4.41)
Der Signalvektor zum Zeitpunkt k enthélt die Messwerte:
fT(k) = (y(k-1), y(k-2), u(k), u(k-1)) (4.42)

Fir den Gewichtsvektor K(k) erhdlt man die Form KT(k)=[ki(k), k2(k)], wobei die Koeffizienten
rekursiv ermittelt werden. Als Startwert genlgt KT(k)=[0, 0]. Die Fehlerkovarianzmatrix P(k) hat die
Form P(k)=[p1(k), O; 0, p2(k)]. Als Startwerte werden p1=p2=106 vorgegeben. Der Algorithmus kann nun
nach den Gleichungen (4.36), (4.37) und (4.38) implementiert werden.

Ubung 4.6: Implementieren Sie den rekursiven Algorithmus in MATLAB oder in einer Ihnen geléufigen
Programmiersprache. Verwenden Sie das simulierten Eingangssignal u(k) und Ausgangssignal y(k)
der Regelstrecke. Schéatzen Sie die Filterkoeffizienten. Testen Sie das Modell durch eine Simulation
der Differenzengleichung (4.40). Analysieren Sie die Qualitat des Systemmodells.

S. Rupp, 2015 T2ELA3002 51/118




Regelungssysteme .- D H B

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg
Stuttgart

Ubung 4.7: Errechnen Sie aus den Systemkoeffizienten die Ubertragungsfunktion des Systems, sowie
die zeitdiskreten Zustandsgleichungen.

Folgende Abbildung zeigt einen Test der mit Hilfe eines Kalman-Filter geschatzten System-
koeffizienten nach Gleichung 4.40. Als Vorgaben dienten u(k) als Sprungfunktion und die
Systemantwort y(k) des Gleichstromantriebs aus Kapitel 1.

P e
o LY 3 :

“=u(k) T L
Sy 1L b
ysys(k) el 0=
al= 0,92858269
- a2= -0,0367797
Lx] b0= 0,36375

r bi= -0,0031843

Bild 4.7 Testlauf des geschétzten, zeitdiskreten Systemmodells

Man erkennt, dass die geschatzten Parameter die Regelstrecke sehr genau abbilden. Die
Koeffizienten wurden mit Hilfe eines Java-Programms ermittelt (siehe Anhang F). Folgende Abbildung
zeigt den Fortschritt der rekursiven Ermittlung des Koeffizientenvektors ©T= (ay, az, bo, by). Man
erkennt, dass bereits nach 6 Stultzstellen ein Ergebnis vorliegt.

1,2000
1,0000
0,8000 ,
«=0(1) =al
0,6000 “=0(2) =a2
0,4000 0(3) =b0
“=Q(4) = b1
0,2000
0,0000
-0,2000

Bild 4.8 Einschwingverhalten der Schétzwerte

Ebenfalls gut zu erkennen ist, dass fur die vorgegebene Regelstrecke die Koeffizienten a2 und
b1 keine groBe Rolle spielen. Das Regelstrecke kénnte durch ein System 1. Ordnung hinreichend gut
beschrieben werden. Bei Kenntnis der Regelstrecke (Gleichstromantrieb) ist das nicht weiter ver-
wunderlich: Das System besitzt einen dominanten Pol (siehe Kapitel 1).

4.4. Instabile Regelstrecke
Betrachtet wird ein System mit folgender Ubertragungsfunktion:

G(s)=1/(s?2-1) (4.43)
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Das System besitzt eine Polstelle bei p1 = 1, und eine Polstelle bei p2 = -1, wie man am
Nennerpolynom unmittelbar erkennen kann (s2- 1 = (s-1) (s+1)). Das System soll durch Zustandsriick-
fuhrung so eingestellt werden, dass es stabil bleibt.

Die Zustandsgleichungen ermittelt man aus der Differenzialgleichung des Systems:

() - y(t) = u(t) (4.44)
Setzt man x1(t) = y(t), x2(t)=y(t) und xs(t)= y(t), so ergibt sich:

x1(t) = xa(t) (4.45)

x2(t) = x3(t) = y(t) = y(t) + u(t) = xa(t) + u(t) (4.46)

Die letzteren beiden Gleichungen sind die Zustandsgleichungen des Systems mit der System-
matrix A = [0, 1; 1, 0] und dem Eingangsvektor b = [0; 1]. Die Zustandsgleichungen liegen in der
Regelungsnormalform vor. Die Ermittlung der Reglerparameter soll durch Polvorgabe erfolgen.
Gewlnscht werden die Pole p‘t = -1 und p“2 = p2 = -1. Das zugehdérige Nennerpolynom zu diesen
Polen lautet

(s+1)(s+1)=s2+2s+1 (4.47)

Die Ubertragungsfunktion des per Zustandsriickflihrung geregelten Systems besitzt folgendes
Nennerpolynom (siehe Abschnitt 3, Gleichung (3.46)):

N(s)=s2 + (a1 + ko) s+ (ao+ ki) =0 (4.48)

Durch Koeffizientenvergleich mit dem Nennerpolynom aus (4.43) ermittelt man mit ap = -1 und
a1 = 0 die Parameter k1 = -2 und k2 = -2. Die Systemmatrix des geregelten Systems A'= (A-b kT ) =0,
1; 1-kq, -ko] = [0, 1; -1, -2]. Diese Matrix besitzt die Eigenwerte A1 =-1 und A2 =-1.

Ubung 4.8: Wie lautet die Differenzialgleichung des stabilisierten Systems? Zeichne Sie ein Signal-
flussdiagramm fur die Zustandsregelung.
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5. Seminararbeit

Die Seminararbeit gibt Ihnen Gelegenheit, sich individuell und praktisch mit der Regelungs-
technik zu beschéaftigen. Sie erhalten eine Aufgabe, die Sie alleine bzw. in einer Zweiergruppe
bearbeiten. Die Aufgabe wird zum Teil innerhalb der Vorlesungszeit gelést, wo lhnen der Dozent fir
Fragen zur Verfigung steht, zum anderen Teil in Heimarbeit bzw. in Vorlesungsliicken.

Die Ergebnisse der Seminararbeit werden formlos in Art eines Laborberichtes dokumentiert und
zum Ende des Semesters an den Dozenten gegeben. Die Bewertung der Seminararbeit erfolgt durch
ein Testat. Das Testat flr den erfolgreichen Abschluss der Seminararbeit ist Teil der Priifungsleistung.
In Absprache mit Inrem Dozenten kann die Seminararbeit auch benotet werden und somit zusammen
mit der Klausur in die Gesamtnote einflieBen.

Ziel der Seminararbeit ist die praktische Auseinandersetzung mit einem Problem der Rege-
lungstechnik. Die Seminararbeit sollen Sie in die Lage versetzen, das in der Vorlesung erworbene
Wissen in der Praxis anzuwenden.

Thema: Freies Thema. Lésen Sie eine theoretische oder praktische Aufgabe aus der Regelungs-
technik. Sprechen Sie ihr Thema mit dem Dozenten ab. Es besteht die Méglichkeit, ein Thema zu
zweit zu bearbeiten. Dokumentieren Sie Ihre Aufgabenstellung und die Ergebnisse.

Aufgabe: Wenden Sie folgende Methoden der Regelungstechnik auf lhr Thema an:

1. Physikalisches Modell erstellen: Beschreiben Sie das Verhalten Ihres Systems auf Basis der
physikalischen Zusammenhénge mit Hilfe von Differenzialgleichungen.

2. System definieren: Definieren Sie lhr System als Regelstrecke. Die EingangsgroBe stellt hierbei die
StellgréBe dar, die AusgangsgréBe die RegelgréBe. Nicht beeinflussbare Einflisse werden als Stér-
gréBen berlcksichtigt.

3. System beschreiben und simulieren: Beschreiben Sie ihr System (Regelstrecke) mit Hilfe des
physikalischen Modells passend zu Ihrer Systemdefinition. Verwenden Sie zur Systembeschreibung
die Ubertragungsfunktion bzw. ein Zustandsmodell. Simulieren Sie Ihr System und testen Sie Ihr
Modell auf Plausibilitat.

4. Regler entwerfen und testen: Entwerfen Sie einen Regler fur Ihr System. Parametrisieren Sie den
Regler in geeigneter Weise. Testen Sie den Regler mit Hilfe einer Simulation. Der Regler kann als
traditioneller Regler bzw. als Zustandsregler ausgefuhrt werden. Analysieren Sie das Verhalten des
Regelkreises (Fuhrungsverhalten, Stérverhalten, Einfluss auf die StellgréBen, ...).

Praktische Ubung (Option): Falls es lhnen méglich und interessant erscheint, implementieren Sie
Ihren Regler fur eine gegebene Regelstrecke. Verwenden Sie als Basis lhre SPS (aus der Veran-
staltung Industrielle Bussysteme), bzw. ein geeignetes Mikrocomputersystem.

Hinweis: Wenn lhre Studienarbeit ein regelungstechnisches Thema einschliesst, kénnen Sie auch
dieses als Seminararbeit verwenden und ausbauen.
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6. Ubungen

6.1. Verladebriicke

Auf einer Verladebriicke soll mit Hilfe der Laufkatze mit der Masse mk die Last m_ an einer
vorgegebenen Zielposition y. abgesetzt werden. Die Laufkatze wird mit Hilfe der Kraft F bewegt
(EingangsgrdBe). Die Zielposition y. stellt die AusgangsgréBe dar. Es seien kleine Winkel ¢
vorausgesetzt.

System [—* VYL

Frage 6.1.1: Erstellen Sie die Differenzialgleichung. Hinweis: Wéhlen Sie zunachst als den Winkel ¢
als AusgangsgréBe. Die Auslenkung yL(t) erhalten Sie dann aus yk(t) und ¢(t).

Lésung: Es gelten die folgenden Bewegungsgleichungen:

mk Vk(t) - Fs sind(t) = F(t) (1)
me YL(t) + Fs sing(t) =0 2)
mL z“L(t) + Fscosp =mLg (3)

Aus der Geometrie ergibt sich:
yL =Yk + | sing (4)
zL=1coso (5)

Mit Hilfe von (4) und (5) lassen sich yL und z_ in (2) und (3) eliminieren. Zweimaliges Ableiten
von (4) und (5) ergibt:

yL =Yk + | cosd ¢

JL =Yk - | sind (9°)2 + | cosd d“ (49
Z'L=-1singp ¢
z“ =-1cosd ()2 - | sing ¢“ (59

Einsetzen von (4) und (59 in (2) und (3) ergibt:
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mc (Yk - | sing (92 + | cos¢p ) + Fs sing =0 29
me (- 1 cos® (9°)2 - 1 sing ¢“) + Fscosd =mLg (39

Nach Multiplikation von (2°) mit cos®, Multiplikation von (3°) mit sing und anschliessender Sub-
traktion (2°) - (3°) verbleiben:

ykcosod + | d“ =-gsind (6)
Einsetzen von Fs sing aus (2°) in (1) ergibt:
mk Yk + mL Yk - mel sing ()2 + mel cosd ¢ = F(t) (7)
Da kleine Winkel ¢ vorausgesetzt waren, werden folgende Ausdriicke vereinfacht:
cosd = 1; sind = ¢; ¢ (¢)*=0;
Er verbleiben folgende Systemgleichungen:
yk +1¢“ =-g (6.1.1)
(mk + my) ¥k +mel ¢“ = F(t) (6.1.2)
Die AusgangsgréBe yL(t) folgt aus (4), im linearisierten Fall:
yL=yk+1¢ (6.1.3)
Frage 6.1.2: Ermitteln Sie Sie die Ubertragungsfunktion.

Lésung: Durch Transformation in den Bildbereich erhélt man

S2Yk(S) +s21D(s) =-g d(s) (6.1.19
s2 (mk + mL) Yk(s) + s2 mLl &(s) = F(s) (6.1.29
YL(s) = Yk(s) + 1 ®(s) (6.1.39)

Umformen von (3.22.1°) nach Yk und einsetzen in (6.1.2°) ergibt:
-g (ML + mk) ®(s) - mk | s2 ®(s) = F(s)

Hieraus folgt fur die AusgangsgréBe d(s):
G1(s) = d(s)/F(s) =-1/(g (ML + mk) +s2mkl)

Umformen von (3.22.1°) nach Yk und einsetzen in (6.1.3°) ergibt:
Ga(s) = YL(s)/D(s) = g/s?

Die gesamte Ubertragungsfunktion ergibt sich auf der Verkettung von G1 und Gz:
G(s) = Gi(s) Gz(s).

Frage 6.1.3: Erstellen Sie die Zustandsgleichungen des Systems.

Lésung: Ausgangspunkt sind die Systemgleichungen (6.1.1) und (6.1.2).
Vk +10¢“ =-g¢ (6.1.1)
(mk +mL) Yk + mel ¢“ = yk (6.1.2)

Ein Nachteil dieser Darstellung sind die gemischten zweiten Ableitungen in beiden Gleichungen.
Zur leichteren Verarbeitung werden die Gleichungen daher etwas verandert. Multiplikation mit 1/m.
von (6.1.2) ergibt:
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(me/me+ 1) yk +1d“=F(t) / me (6.1.2)
Gleichung (6.1.1) von Gleichung (6.1.2) subtrahiert ergibt:

(me/mL) Yk =g ¢+ F(t) /me [ mu/mg

yk = mrg/mk ¢ + F(t) / mk (6.1.3)
Diese Gleichung (6.1.3) von (6.1.1) subtrahiert ergibt:

| ¢“=-mg/mck d -gd -F(t)/ mk 1/

o =-(g/l)(1+ mu/mk) ¢ - F(t) /| mk (6.1.4)

Fir das mit (6.1.3) und (6.1.4) vorliegende Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung werden fol-
gende HilfsgréBen gewahlt:

X1(t) = yr(t); xa(t) = yr(t); xa(t) = d(1); xa(t) = O(t)
Man erhalt folgendes DGL-System erster Ordnung:

X1(t) = xa(t) (1)
%o(t) = mug/mi Xa(t) + F(t) / mx @)
Xa(t) = Xa(t) ®)
Xa(t) = -(g/)(1+ mu/mk) xa(t) - F(t) /1 mk (4)

Die AusgangsgroBe y.(t) erhélt man aus:
yL(t)= yk(t) + 1 P(t) = x1(t) + | xa(t) (5)

Frage 6.1.4: Simulieren Sie das System. Testen Nehmen Sie hierzu plausible Werte an fir mi, mg und
die Lange I|. Testen Sie zunachst die Eigenbewegung des Systems (ohne &uBere Anregung).
Testen Sie dann verschiedene Verlaufe der EingangsgréBe F fiir eine optimale Positionierung
im Sinne kurzer Laufzeiten bzw. Vermeidung von Pendelbewegungen.

Beispiel: Mit mg= 1000 kg, m. = 1500 kg und | = 8 m erhélt man als Zustandsmodell:
A=[0,1,0,0;0,0,15,0;0,0,0, 1; 0, 0, -3.125, 0]; b=[0; 0.001; 0; -0.000125], ¢ =[1, 0, 8, O];

Simulationslauf: Eigenschwingung mit Initialwert ¢o = 0,1, At=0,1 s:

1,000 ‘

0,800 1

0,600

e (K]

- =ex1(k) [m]
“O=y(k) [m]

0,400

0,200

0,000

-0,200

Simulationslauf: Anregung mit F = Fo sin (2t f k At), f = 0,2 Hz:
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4,000
3,500
3,000
2,500
“/e=x3(k)
2,000
I il “x1(k) [m]
1,500 /w“;,",/-
1,000 M" ©=y(k) [m]
1,50
1,00
0,50 —
0,00
R N N R A e R N T N T N T N N R (Grad)
EREREEREEREERE R RS R R R3S NG SR R - kR e R R &
0,50 -
-1,00 A
-1,50
600,000
500,000 x
400,000
300,000
F(k) [N]
200,000
100,000 +— a
0,000 r - e
HouNRoodmuNOd RN MR TN dTmAN TR TN TR TN g g dmMn R dmnRNo
R RS R R R SINE R I R R A e R AN U R R o e R R R R N
1100000 EEEEEREEEREERRRRE
mi= 1500 kg x1= 0 T 0 0 xl + 0 F) x1= YK Zeitdiskret:
mk= 1000 kg k2= o 0 15 0o x + 0001 F(t) x2= K x4(k) (1-243 At2) = 43 Atx3(k-1) + xd(k-1) + b4 At F
1= gm i3= 0 0 0 108 + 0 ) x3= ¢ x3(k) = Bt xa(k) + x3(k-1)
&= 10 m/s2 xa= 0 0 3,125 [ + -0,000125  F(t) xd= ¢ x2(k) = 223 At x3(k) + x2(k-1) + b2 At F
A= 01s x1(K) = At x2(k) + x1(k-1)
y= 1 0 8 0 xt 223= g mL/mK 43 At= 03125
FON)= 500 N x2 243=-(g/)(1+mL/mK) a43htAt= -003125 ¥(k) = cL x1(k) + €3 x3(k)
sart(g/l)= 1,12 Hz X3 b2=1/mK 1/(1-a43 At2)=  0,9697
fHz) = 02 Hz x4 ba=-1/(I mK)
Index k F(k) N] xd(k) 3(K) x2(k) x1(k) [m] vk (m] ¢ (Grad)
1 0 0 01 0 0 Startwerte 573
0 0,000 0,030 0097 0145 0015 0,790 5,56
1 62,667 0,060 0091 7 0288 0,043 0772 521
2 124345 -0,087 0082 ° 042 0,086 0,744 472
3 184062 0111 0071 7 0549 0,141 0,710 4,08
4 240877 0132 0058 7 0660 0,207 0,670 332
5 293893  -0,150 0043 7 0754 0,282 0,626 2,46
6 342274 -0162 0027 7 0829 0365 0579 1,53
7 385257 0,170 0010 7 0882 0,453 0,531 056
8 422168 0173 0008 7 0913 0,545 0,484 0,43
9 452414 0171 0025 7 0921 0,637 0,439 141
10 475528 0,164 0041 7 0,907 0,727 0399 235
11 491,144 0,153 0056 7 0872 0814 0364 3,23
12 499013 -0,137 0070 7 0816 0,896 0336 -4,01

Frage 6.1.5: Ist das System beobachtbar? Begrunden Sie lhre Aussage. Welche Konsequenzen erge-
ben sich hieraus?

Frage 6.1.6: Ist das System steuerbar? Begrinden Sie Ihre Aussage. Welche Konsequenzen erge-
ben sich hieraus?

Frage 6.1.7: Erstellen Sie ein Blockschaltbild zu den Zustandsgleichungen. Hinweis: Verwenden Sie
hierzu Blécke zur Integration (Ubertragungsfunktion 1/s), sowie Blécke zur Multiplikation mit den
Konstanten (Proportionalglieder). Sie erhalten ein Diagramm mit dem Signalfluss.

Frage 6.1.8: Bisher wurde die Verladebriicke als Regelstrecke betrachtet. Wie kénnte eine Regelung
hierfir aussehen?

S. Rupp, 2015 T2ELA3002 58/118



Regelungssysteme -
whi DHBW

an-Wirttemberg

Stuttgart

6.2. Lineare Regression

Gegeben ist eine Reihe von Messwerten {yi}, und {xi}, zwischen denen man einen linearen Zu-
sammenhang y = a + b x vermutet, wie in folgender Abbildung gezeigt.

yi
14,00
12,00 y=a+bx : r)_,.
a="? - P
10,00 b=? Y W
8,00 e 's
6,00 e @yi
4,00 === = €= minimal ?
2,00 *
0,00
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00

Ziel ist es, die Koeffizienten a und b so zu ermitteln, dass sie die bestmégliche Anndherung an
diesen Zusammenhang ergeben. Wenn die Messwerte den linearen Zusammenhang wiedergeben,

gilt also
yi=ai+bxi+ e fari=1,2,..,N (6.1.1)

Hierbei bezeichnet €; den Messfehler. Bestmdglich wird nun so definiert, dass die Summe der
Fehlerquadrate minimal sein soll. Als Optimierungskriterium gilt somit:

® =X g2 =minimal (6.1.2)
Wenn man den Messfehler geméaB Gleichung (6.1.1) ausdriickt, lautet diese Forderung:
0=2¢eP=2(yi-a-bx)? =minimal

Diese Bedingung ist abhangig von der Wahl der Koeffizienten a und b. Im Minimum sind die
partiellen Ableitungen d5/da = 0 und 9d/db = 0. Durch Ableiten erhalt man die beiden Gleichungen

05/0a=0=-23(yi-a-bx) (6.1.3)
9d/b=0=-23Z(yi-a-bx)x (6.1.4)
Durch Umformung ergibt sich hieraus ein lineares Gleichungssystem:
Na + (Zx) b =2y (6.1.5)
(Zxi)a + (ZxA)b = Zxyi (6.1.6)
Dieses Gleichungssystem hat in vektorieller Schreibweise die Form
A*z=w (6.1.7)
wobei z = [a; b] die gesuchten Koeffizienten enthélt und und w = [Z yi; 2 Xiyi].
Frage 6.2.1: Lésen Sie das Gleichungssystem analytisch fur A=[a11, a12; a21, az2] und w=[w1; wa].

Frage 6.2.2: Erzeugen Sie in lhrer Tabellenkalkulation bzw. in MATLAB einen Satz mit N Werten {yi},
und {xi} mit Hilfe der Beziehung yi = ai + b xi+ € unter Verwendung von Zufallszahlen. Bestim-
men Sie die Koeffizienten a und b mit minimalen Fehlerquadraten.
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Frage 6.2.3: Ldsen Sie das Gleichungssystem numerisch mit Hilfe von MATLAB z.B. eine gegebene
Matrix A und einen gegebenen Vektor w, z.B. fir A=[21, 94; 94, 586]; w=[135; 771].

Bemerkung: Verwenden Sie Funktionen aus der linearen Algebra (linear equations), z.B.
>> z=linsolve(A,w); Ergebnis: z = 1.9124; 1.0089

Frage 6.2.4: Welchen Nutzen in der Regelungstechnik kénnte man mit der Methode der minimalen
Fehlerquadrate erzielen?

6.3. Fuhrungsverhalten und Stérverhalten

Der Fullstand h(t) in einem Behalter soll durch ein Ventil im Zulauf ge(t) geregelt werden. Der
Abfluss qa(t) soll hierbei als StdérgroBe betrachtet werden. Der Fullstand berechnet sich aus der
Differenz von Abfluss und Zulauf zu h(t) = k (ge(t) - ga(t)) mit der Konstanten k = 1/A = 1 m=2,

Zulauf
:x:\ Qoft) Fiillstandsregelung:
l Ventil im Zulauf: q¢(t)

A Behailter

() Abfluss

Frage 6.3.1: Wie sieht das System als Regelstrecke im Blockdiagramm aus? Welches sind die Regel-
gréBe, die StellgréBe und die StérgrdoBe?

Frage 6.3.2: Wie lautet die Ubertragungsfunktion des Behdlters als Regelstrecke?

Frage 6.3.3: Regeln Sie die Strecke mit Hilfe eines P-Reglers. Untersuchen Sie das Fuhrungsverhal-
ten und das Stérverhalten der Regelung in einer Simulation. Wie lautet die gesamte Uber-
tragungsfunktion? Beispiel:

1,20

1,00 -

Regelgrofie
i\\ S =4=qe(k) [m3/s]
/ i\ ) Storgrole “Faalk) [m3/s]
040 \ 03 (11 o] Y= — h(k) [m]
% ‘y«w
0,20 \2‘ yt’
7
4 % ; V4

0,00 ghubbbbbbbbbbbbbbebebebbrbrbbbrbbrbbbb Ik
1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55

P-Regler: regelt Stérungen nicht aus

Frage 6.3.4: Regeln Sie die Strecke mit Hilfe eines PI-Reglers. Wie lautet die gesamte Ubertragungs-
funktion? Untersuchen Sie das FUhrungsverhalten und das Stdrverhalten der Regelung.
Welcher der beiden Reglertypen scheint Ihnen fiir diesen Zweck am besten geeignet zu sein?
Begriinden Sie lhre Aussage.

S. Rupp, 2015 T2ELA3002 60/118



Regelungssysteme .- D H B

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg
Stuttgart

6.4. Optimale Regler

Bei der Auslegung der Reglerparameter soll ein Optimierungskriterium verwendet werden. Im
Pl-Regler aus Aufgabe 6.3 ergibt sich beispielsweise in Abhangigkeit der gewahlten Reglerparameter
das in der folgenden Abbildung gezeigte Verhalten.

1,00 - — RegelgroRe

Regelabweichung e(k)

080 {1 - - =
=*=qe(k) [m3/s]

Stérgréle 00000000, “a=qga(k) [m3/s]

StellgroRe

N ’ de’” h(k) [m]
0,20 ‘},}.4
& Pl-Regler: Kp=1, K=1
4 Sl

1,00 e

080 Quadrat der Regelabweichung e? (20-fach)
<qa(k) [m3/s]

“<e(k) [m]
0,40 0 O 0 U O O O O O 0O A O P O O
20* e(k)2

—L i R
733353739 414 Regelabweichung e 9717375 77 79 81 63 85

Als Optimierungskriterium soll nun die Regelabweichung e(t) verwendet werden. Um groBe Ab-
weichungen nach oben bzw. nach unten starker zu bewerten, sollen die Fehlerquadrate e2(t)
verwendet werden. Optimierungsziel ist eine minimale Summe der Fehlerquadrate:

0 =/ e2(t) dt = minimal, t=0bis T (6.4.1)

Frage 6.3.1: Regeln Sie die Strecke mit Hilfe eines P-Reglers. Ermitteln Sie durch Probieren die
Abhéngigkeit der Regelabweichung bzw. der quadratischen Regelabweichung von der Regler-
konstanten. Welche Einstellungen von Kp sind giinstig?

Frage 6.3.2: Regeln Sie die Strecke mit Hilfe eines PI-Reglers. Ermitten Sie durch Probieren die
Abhéangigkeit der Regelabweichung bzw. der quadratischen Regelabweichung von den Regler-
konstanten. Welche Kombinationen von Kp und K sind guinstig?

6.5. Regelung durch Zustandsriickfuhrung

Folgende Abbildung zeigt nochmals den Behalter aus Aufgabe 6.3 zusammen mit der
Systemgleichung der Strecke als Zustandsmodell.

Zulauf S l~~~-97@ ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 5
i em— |
} uft) = qe(t)§ X(t) = h(t) éx(t) = h(t)
A Behilter
h(t) Y =x()
Abfluss Regelstrecke |
— q;|( t) -----------------------------------------------------------------
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Frage 6.5.1: Wie lautet das Zustandsmodell (a, b, ¢, d) mit den Werten aus Aufgabe 6.3? Ist das
System steuerbar? Ist das System beobachtbar?

Frage 6.5.2: Ermitteln Sie aus dem Zustandsmodell die Ubertragungsfunktion.
Frage 6.5.3: Ergénzen Sie das Diagramm um einen Regler mit Zustandsruckfihrung.

Lésung:

x(t)

) T} vy =x

Frage 6.5.4: Ermitteln Sie die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke. Wie hat sich die Ubertra-
gungsfunktion gegeniber der ungeregelten Strecke gedndert? Wie &uBern sich diese
Unterschiede im Zeitverhalten? Welche Unterschiede bestehen zum P-Regler?

Frage 6.5.5: Simulieren Sie die geregelte Strecke. Untersuchen Sie das Fihrungsverhalten. Welchen
Einfluss hat die Reglerkonstante kr?

Frage 6.5.6: Welchen Einfluss hat die StorgroBe qa(t) auf die bleibenden RegelgréBe? Kann die Zu-
standsrickfuhrung bzw. ein ein P-Regler eine sprungférmige Stérung ausregeln?

Frage 6.5.7: Nach dem Verfahren aus Abschnitt 4.1 des Manuskripts und Anhang E lasst sich abhan-
gig von den Gewichtungsmatrizen Q und R ein Minimum der Gutefunktion J fir den Regelkreis
mit den Reglerparametern kT finden. Testen Sie diese Auslegung des Reglers flr das skalare
Zustandsmodell (a, b) der Strecke. Hinweis: der MATLAB Befehl lautet k = Igr(a, b, g, r). Die
Gewichtungsfaktoren g und r werden willklrlich vorgegeben, z.B. g =r = 1. Bewerten Sie diese
Reglerauslegung mit Hilfe Ihrer Simulation.

Frage 6.5.8: Berechnen Sie die Polstellen der Ubertragungsfunktion des Regelkreises.

6.6. Tempomat

Die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs soll unabhangig vom Gelénde auf einen vorgegebenen
Wert geregelt werden. Folgende Abbildung zeigt die Regelstrecke.

F—>| System [— V

Das Fahrzeug mit der Masse m bewegt sich durch die Motorkraft F vorwérts. Der Einfluss des
Gelandes wird durch die StérgréBe Fay beriicksichtigt (Hangabtriebskraft).

Frage 6.6.1: Erstellen Sie ein Modell der Regelstrecke mit der Geschwindigkeit v als RegelgréBe.
Frage 6.6.2: Der Sollwert soll durch den aktuellen Stellwinkel des Gaspedals bei Einschalten des

Tempomats vorgegeben werden. Skizzieren Sie den Regelkreis.
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Lésung zu 6.6.1:

Regelstrecke oder

W R

Frage 6.6.3: Wéahlen Sie einen Regler. Ermitteln Sie geeignete Reglereinstellungen durch Simulation.

Beispiel:

us(t) = F(to)

to: Tempomat ein

Frage 6.6.4: Wie schatzen Sie die Eigenschaften lhres Reglers ein? Ist ein P-Regler bzw. eine ein-
fache Ruckfiihrung des Zustands (P-Regler Variante) ausreichend?

Beispiel:

250,00

onn p—

150,00 | paosaieateits
;@‘“"‘ = y(k) ) F(k)
10000 v(k) unger. has7 suu15ummzsmmz;zsuammsmg51s;sssvsmszssevesnmswm"&amm =+Fab(k)
S et e R RS 50000 e
Geschwindigkeit ohne und mit Regler (kg = 20 kg/s) 100000 1 Last (F,,) und StellgéRe (F)

1 4 7 1013 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 82 85 88 91 94 97 100

Frage 6.6.5: Kaskadenregelung. In folgender Abbildung wurde der innere Regelkreis um einen &uBe-
ren Regelkreis ergéanzt. Wie lautet die Ubertragungsfunktion dieser Kaskade?
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i Regelstrecke |

Gs(s)

L Gri(s) [

w —»Q_—» GRa(s)

auBBerer
Regler

innerer Regler

innerer Regelkreis

duBerer Regelkreis

Frage 6.6.6: Kaskadenregelung. Der innere Regler sei als P-Regler ausgefuhrt, der &uBere Regler als
I-Regler. Wie lautet die Ubertragungsfunktion insgesamt? Vergleichen Sie diese Kaskade mit
einem PIl-Regler in der inneren Schleife ohne &uBeren Regelkreis. Welche Unterschiede
ergeben sich im Regelverhalten?

6.7. Abstandsregelung fiir Fahrzeuge

Der Tempomat aus Aufgabe 6.6 soll durch einen duBBeren Regelkreis um eine Abstandsregelung
erweitert werden. Ziel ist die Einhaltung eines vorgegebenen Abstandes dsoi zum vorausfahrenden
Fahrzeug in der Kolonne. Hierzu wird im eigenen Fahrzeug 1 der Abstand d zum vorausfahrenden
Fahrzeug gemessen, sowie dessen Geschwindigkeit v2 (bzw. die Geschwindigkeitsdifferenz Av). Der
Abstand soll auf einen Sollwert dsoi gefihrt und gehalten werden. Die durch das Geldnde bedingte
Hangabtriebskraft wird als Stérgr6Be innerhalb der Geschwindigkeitsregelung (Tempomat) berlck-
sichtigt.

V1 V2

s : _—

Folgende Abbildung zeigt die Struktur der Regelung.

V2 d(0)
o) U1 V 1 Av Ad Cl
dsoil _’O_’ GR(S) —> G(S) 1 _C f d
Soll- . |
abstand duBerer §Tempomat

Regler 777070

Frage 6.7.1: Erlautern Sie das Funktionsprinzip der Regelung.

Frage 6.7.2: Reglerentwurf. Entwerfen Sie den Regler fur den Abstandsassistenten (Einhaltung des
Abstandes zum néachsten Fahrzeug in der Kolonne). Hinweis: Verwenden Sie fir den inneren
Regelkreis (Tempomat) lhren Geschwindigkeitsregler aus Aufgabe 6.6.

Frage 6.7.3: Simulation. Simulieren Sie Ihre Regelung und stellen Sie die Regler geeignet ein.

Frage 6.7.4: Diskussion: Besitzt die Kaskadenregelung Vorteile gegenlber einem einzigen Regel-
kreis? Begriinden Sie Ihre Aussagen.
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6.8. Linear-quadratisch optimale Regler (LQ-Regler)

Der Regler fir den Tempomat aus Aufgabe 6.6 soll als linear-quadratisch optimaler Regler ein-
gestellt werden. Das System ist durch die Zustandsgleichungen beschrieben:

x(t) = a x(t) + b u(t) (6.8.1)

y(t) = ¢ x(1) (6.8.2)
Zur Auslegung der Reglerkonstante wird folgende Kostenfunktion angenommen:

J = [ qx3(t) dt +/ r u2(t) dt wobei t = 0 bis » (6.8.3)

Hierbei sind g und r Gewichtsfaktoren fur die ZustandsgréBe x(t) bzw fur die StellgréBe u(t). Die
Kostenfunktion enthalt die Quadrate von x(t) und u(t). Gesucht ist das Minimum der Kostenfunktion in
Abhangigkeit der Reglerkonstante kg.

Fab

Regelstrecke

a(t) = v'(t) v(t)

4’-*—'

usft) = F(to)

to: Tempomat ein

Frage 6.8.1: Wie lautet das Zustandsmodell der Regelstrecke?

Frage 6.8.2: Es sei angenommen, dass u1(t) = 0 und somit u(t) = ur(t) = - kr x(t). Wie lautet hiermit die
Zustandsgleichung (6.8.1)? Wie lautet die Losung x(t) dieser Zustandsgleichung?

Lésung: Zustandsgleichung: x(t) = (a - b kr) x(t); Lésungsansatz: x(t) = xo € @- bkt

Frage 6.8.3: Setzen Sie den Ldsungsansatz in die Kostenfunktion (6.8.1) ein und ermitteln Sie das
Minimum von J in Abhéngigkeit von kr. Testen Sie den Reglerentwurf in lhrer Simulation aus
Aufgabe 6.6. Was ist durch diesen Ansatz wirklich optimiert worden? Stellen Sie die Annahmen
von 6.8.2 in |hrer Simulation nach.

Lésung: J = [ gx2(t) dt +f ru2(t) dt = [ (g + r k2r) x2(t) dt
Einsetzen von x(t) ergibt

J=[(q+rk2R) xe2 e 2@-bktdt=(q+rk2g) xo? [ e 2(a- bk)tdt

o0

e
m |+
. -
R
=

n
v

Fir (a - b kr) < 0 ergibt sich also
J=-(g+rk2R)x0?/2(a-bkng)
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Gesucht ist nun das Minimum von J(kr). Im Minimum gilt dJ/dkr = 0. Die Ableitung nach kr
ergibt eine quadratische Gleichung fiir das gesuchte Minimum kr. MATLAB stellt hierfur eine spezielle
Funktion bereit: k = Igr(a, b, q, r).

Frage 6.8.4: Wie ware die Kostenfunktion zu beschreiben fir einen Zustandsmatrix A, einen Ein-
gangsvektor b und einen Ausgangsvektor c7? Hinweis: Verwenden Sie Matrizenrechnung.

6.9. Inverses Pendel

Eine auf einem Fahrzeug an einer Stange befestigte Masse soll durch geeignete Bewegung des
Fahrzeugs in der Balance gehalten werden. Die Stange ist so gelagert, dass Pendel und Fahrzeug
sich nur in der Ebene (y, z) bewegen kdnnen. Als EingangsgréBe wird die Kraft F definiert. Ausgangs-
gréBe ist der Winkel ¢, der auf den Wert ¢ = 0 stabilisiert werden soll. Folgenden Abbildung zeigt die
Anordnung.

_’(p

|
|
1
|

Frage 6.9.1: Erstellen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems im gegebenen Koordinatensystem
in linearisierter Form.

Lésung: Es gelten die folgenden Bewegungsgleichungen (siehe Aufgabe 6.1):

mk Yk(t) - Fs sind(t) = F(t) (1)
me y(t) + Fs sing(t) =0 2)
m z“(t) + Fscosd =mrg (3)

In den gewéhlten Koordinaten entsprechen die Bewegungsgleichungen denen aus Aufgabe 6.1.
Aus der Geometrie ergibt sich jedoch nun:

yL =Yk - I sing (4)
zL =- | cosd )

Mit Hilfe von (4) und (5) lassen sich yL und z_ in (2) und (3) eliminieren. Zweimaliges Ableiten
von (4) und (5) ergibt:

yL =Yk - | cosd ¢
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yL =Yk + | sind (¢)2 - | cosod ¢ (49

zZ'L =1sing ¢

z“L =1cosd (92 + 1 sindp ¢ (59
Einsetzen von (4°) und (5°) in (2) und (3) ergibt:

meL (Yk + | sind (¢°)2 - |1 cosd ) + Fs sing =0 (29

me (I cosd ()2 + | sind ¢“) + Fscosdp =mrg (39

Nach Multiplikation von (2°) mit cos®, Multiplikation von (3°) mit sing und anschliessender Sub-
traktion (2°) - (3°) verbleiben:

ykcosp - | ¢“ =-gsing (6)
Einsetzen von Fs sing aus (2°) in (1) ergibt:
Mk Yk + ML Yk + mel sing ()2 - mel cosd ¢ = F(t) (7)
Da kleine Winkel ¢ vorausgesetzt waren, werden folgende Ausdriicke vereinfacht:
cosd = 1; sind = ¢; ¢ (¢9)*=0;
Er verbleiben folgende Systemgleichungen aus (6) und (7):
Yk -19“ =-g¢ (6.9.1)
(Mk + my) Yk - mel ¢“ = F(t) (6.9.2)
Frage 6.9.2: Ermitteln Sie Sie die Ubertragungsfunktion.
Lésung: Durch Transformation in den Bildbereich erhélt man
s2 Yk(s) -s21d(s) =-g d(s) (6.9.19)
s2 (mk + mL) Yk(s) - s2 mil &(s) = F(s) (6.9.29
Umformen von (6.9.1°) nach Yk und einsetzen in (6.9.2) ergibt:
Mk | s2 O(s) - g (ML + mk) O(s) = F(s)
Hieraus folgt fir die AusgangsgroBe ®(s):
G(s) = ®(s)/F(s)=1/(s2mk | - g (mL + mk))
Frage 6.9.3: Erstellen Sie die Zustandsgleichungen des Systems.
Lésung: Ausgangspunkt sind die Systemgleichungen (6.9.1) und (6.9.2).
Yk -10" =-g¢ (6.9.1)
(Mk + mL) Yk - mel ¢ =Yk (6.9.2)

Ein Nachteil dieser Darstellung sind die gemischten zweiten Ableitungen in beiden Gleichungen.
Zur leichteren Verarbeitung werden die Gleichungen daher etwas verandert. Multiplikation mit 1/m.
von (6.9.2) ergibt:

(Mmk/me+ 1) Yk -1 d“ =F() / mL (6.9.2)
Gleichung (6.9.1) von Gleichung (6.9.2) subtrahiert ergibt:
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(me/mL) Yk =g ¢ + F(t) /me [ mu/mk

yk = mig/mk ¢ + F(t) / mk (6.9.3)
Diese Gleichung (6.9.3) von (6.9.1) subtrahiert ergibt:

-l =-mg/mkd -gd - F(t) / mk [ -1/

o“ = (g/)(1+ mu/mk)  + F(t) /I mk (6.9.4)

Far das mit (6.9.3) und (6.9.4) vorliegende Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung werden
folgende HilfsgréBen gewahlt:

x1(t) = yr(t); x2(t) = y(t); xs(t) = d(t); xa(t) = d'(t)
Man erhalt folgendes DGL-System erster Ordnung:

Xi(t) = Xe(t) (1)
%o(t) = mug/mk xs(t) + F(t) / mk 2)
X3(t) = Xa(t) 3)
%a(t) = (@/M)(1+ muUm) xa(t) + F(t) /| mk (4)

Die AusgangsgréBe y(t) erhélt man aus:
y(t) = &) =xs(t) (5)

Frage 6.9.4: Simulieren Sie das System. Testen Nehmen Sie hierzu plausible Werte an fir m., mk und
die Lange I. Untersuchen Sie das System auf Stabilitdt. Verwenden Sie hierzu die Lage der
Pole aus der Ubertragungsfunktion.

Beispiel: Mit mg= 1000 kg, m. = 1500 kg und | = 8 m erhélt man als Zustandsmodell:
A=[0,1,0,0;0,0,15,0;0,0,0, 1;0, 0, 3.125, Q]; b=[0; 0.001; 0; 0.000125], ¢ = [0, 0, 1, O];

Simulationslauf: Eigenschwingung mit Initialwert ¢o = 0,1, At = 0,1 s: Das System ist instabil,
das Pendel kippt um. Mit MATLAB ermittelt man aus dem Zustandsmodell (siehe Anhang): sys =
ss(A,b,c,d); G=tf(sys) mit Ergebnis G = 0.000125/ (s2 - 3.125). Weiter durch poles = pole(G) erhélt
man die beiden Pole p1 =1.7678 und p2 =-1.7678.

Frage 6.9.5: Verwenden Sie einen Zustandsregler zur Stabilisierung des Systems. Testen Sie lhre
Reglerauslegung, indem Sie das gesamte System simulieren.

Beispiel:

mi= 1500 kg 1= [ T o 0«1
mK= 1000 kg - 15 x
= am ia= 0 0 o 103
& 10 m/s2 a= 0 o 3125 0o
&= o1s

Ki= 6450 kg/s2
K= 15450 ke/s

k3= 214530 kgm/s2
Ka=_ 178000 kgm/s

3t 03125
a430tat= 003125 Yk = 330k
1(1-a03802)= 10323

Index k Fk) N] xalk) (k) x2(k) (k) (m] dlorad)  xaka 3k ke Kkl

El 0 01 o 573 000 2145300 0,00 0,00
021453000 0245 0076 2032 4353076 1620657 3139414  13106:
1 5380574

0,245 0,076 0203 6 433 6206,57
0,298 0,046 2,501 0453 0,046 262 982427

200
- ey
P S 5 o o e 2 -
2 1561,113 0,272 0,019 2317 0,685 0,019 1,06 3985,14 00 /
5 maisl 020 0003 Tsss oms 000 020 g "
4 4969510 0164 0,020 1,431 1,018 0,020 114 \ / e x1(k) [m]
s agysu o4 003 O 17 003 179 - o
 aw830 0071 0038 016 117 008 220 1262 ; Mk £ y(K) [rad]
; 00y oom2 032 1209 0o@ 241 66105 02696 467189 7800 7
8 335 0011 008 005 214 0083 247 95880 026304 76878 783227 | om
9 26078 0009 002 019 1195 0082 243 IS1810 908008 229544 773628 o
10 2125144 0,023  -0,040 0,301 -1,169  -0,040 2,30 4017,74 8595,85 -4654,20 7541,98 1,200

Frage 6.9.6: In der Praxis wird zur Verschiebung des Fahrzeugs ein Motorantrieb verwendet, der die
Kraft F(t) z.B. mit Hilfe einer Spindel aus seinem Drehmoment erzeugt. Das System ist als
Regelstrecke also zu ergdnzen um den Motor (bzw. durch dessen Ubertragungsfunktion). Die
Regelung erfolgt durch einen digitalen Regler (Mikrocontroller) durch Messung des Drehwinkels
¢. Verwenden Sie fiir den Motor eine Ubertragungsfunktion der Form Gm(s) = Km/ (1 + Twu s).
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Wie lautet die Ubertragungsfunktion der Strecke insgesamt? Skizzieren Sie den Signalfluss der
gesamten Strecke mit Hilfe der Zustandsgleichungen und der Motorgleichung. Hinweis: Ver-
wenden Sie hierzu Konstanten und Integrierer, wie in der Aufgabe 6.6 (Tempomat).

Frage 6.9.7: Untersuchen Sie das Gesamtsystem aus Aufgabe 6.9.6 auf Stabilitdt. Parametrisieren
Sie hierzu die Regelstrecke inklusive Motor in geeigneter Weise.

Frage 6.9.8: Ergénzen Sie den Signalfluss aus Aufgabe 6.9.6 um den Zustandsregler. Stabilisieren Sie
das System fiir die in Aufgabe 6.9.7 gewahlten Parameter.

6.10. Beobachter fiir das inverse Pendel

In Aufgabe 6.10 wurde vorausgesetzt, dass alle ZustandsgréBen durch Messung zugénglich
sind. Diese Voraussetzung ergibt sich dadurch, dass alle ZustandsgréBen xi(t), x2(t), x3(t) und xa(t) mit
den Reglerkonstanten ki, ko, ks und ks multipliziert und dem Eingang zugefihrt wurden. Folgende
Abbildung zeigt die Anordnung.

Eingangs- | Zustandsvektor | Ausgangs-
signal « - signal
us= O—O—T b J' 4_" > CT —-—» y
' Eingangsvektor Systemmatrix Ausgangsvektor '
(Spalten) (Zeilen)
A K=
Regelstrecke: inverses Pendel
X(t) = (A-bKT)x(t)
o el o=@
Ur Regler y(t) = cT x(t)

Wie geht man vor, wenn nun aber nicht alle ZustandsgréBen gemessen werden kénnen, bzw,
der Aufwand hierfiir zu hoch erscheint (Messung der Wagenposition, der Wagengeschwindigkeit, des
Drehwinkels, sowie der Winkelgeschwindigkeit)? In diesem Fall kann man versuchen, Zustands-
gréBen aus den gemessenen Eingangssignal und Ausgangssignal abzuleiten. Voraussetzung hierfir
ist, dass das System beobachtbar ist, d.h. dass eine solche Ableitung der ZustandsgréBen aus dem
Ausgangssignal bei gegebenem Eingangssignal méglich ist.

Frage 6.10.1: Skizzieren Sie den Signalfluss der Regelstrecke (ohne Motor, siehe Aufgabe 6.9.6).

Frage 6.10.2: Skizzieren Sie die allgemeine Struktur eines Beobachters fir die Regelstrecke. Welche
GroBen liefert der Beobachter an den Regler? Welche EingangsgréBen hat der Beobachter?

Frage 6.10.3: Parametrisieren Sie die Regelstrecke in geeigneter Weise. Priifen Sie, ob das System
beobachtbar ist. Andern Sie das System ggf. mit Hilfe des Ausgangsvektors ¢, so dass es
beobachtbar wird. Welche Zusténde verwenden Sie im Ausgangsvektor?

Frage 6.10.4: Skizzieren Sie die genauere Struktur des Beobachters als Signalflusses.

Frage 6.10.5: Wie praktikabel halten Sie lhre in Aufgabe 6.10.2 verwendete AusgangsgréBe zur
Messung fur eine Regelung? Worin besteht der gréBte Aufwand flr eine Regelung durch einen
Beobachter gemaB Aufgabe 6.10.47

Frage 6.10.6: Skizzieren Sie eine vereinfachte Form der Zustandsschatzung, die fir das gegebene
Beispiel praktikabel ist. Weisen Sie die Funktionsfahigkeit lhrer Losung durch eine Simulation
nach.
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Beispiel:
w=Fy %o = Y<'®) — xel) = %) 1 xi(6) = yi(t)
i N S ] :
" 1L 1L i
Regelstrecke x3(t) Mess-
Xa(t) E punkte
T .
W0=90 )@=t - %090 i
x1(t) Zustandschdtzung
UR(t) Regler lee}en ).(2“) .................................
.( sosbovvvnvnnvnnnnvnnne] AfAe P
SO Lo
b X ke b

6.11. Rollbewegung eines Flugzeugs

Die Rollbewegung bezeichnet die Neigung um die Querachse des Flugzeugs, d.h. die
Bewegung um den Rollwinkel ¢ der Tragflachen zur Horizontalen, wie in folgender Abbildung gezeigt.
Das Rollen wird kompensiert mit Hilfe der Querruder des Flugzeugs, die um die Winkel a bzw. -a zur
den Tragflachen (in Flugrichtung) aufgestellt werden. Durch den Luftwiderstand ergibt sich ein Dreh-
moment entgegen der Rollbewegung.

Querruder

- Querruder

Die Flugrichtung sei hierbei als x-Achse bezeichnet. Das Tragheitsmoment der Maschine in
Flugrichtung sein Jx. Der Drehimpuls der Rollbewegung ist somit L = Jx w, wobei w = d¢/dt = ¢‘. Das
durch die Stellung der Querruder um den Winkel a erzeugte Drehmoment betragt (fir kleine Winkel)
M = k a, wobei k eine maschinenspezifische Konstante ist. Dieses Drehmoment bewirkt eine Dreh-
impulsanderung, die der Rollbewegung entgegen wirken kann.

Frage 6.12.1: Erstellen Sie das physikalische Modell der Maschine bzgl. der Rollbewegung.

Frage 6.12.2: Definieren Sie das System als Regelstrecke mit der StellgréBe a(t) und der Ausgangs-
gréBe (RegelgréBe) ¢(t). Beschreiben Sie das System als Zustandsmodell.

Lésung: ZustandsgréBen: x1(t) = d(1), xo(t) = w(t) = ¢(t), EingangsgréBe u(t) = a(t), Ausgangs/
gréBe y(t) = ¢(t). Hieraus erhdlt man unter Berlcksichtigung der Bewegungsgleichung fur die
Drehimpulséanderung L* = Jx w‘(t) = k a(t):

x1(t) = xo(t)
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X2(t) = kidx u(t)
y(t) = xi(t)
Hieraus folgt das Zustandsmodell A=[0, 1; 0, 0], b=[0; k/Jx], c=[1, O].

Frage 6.12.3: Simulieren Sie die Regelstrecke aus der letzten Frage. Ist das System steuerbar? Ist
das System beobachtbar? Skizzieren Sie den Signalfluss der Strecke.

Frage 6.12.4: Entwerfen Sie einen Regler zur automatischen Stabilisierung der Rollbewegung (d.h. ¢
= 0). Testen Sie lhren Reglerentwurf mit Hilfe einer Simulation.

6.12. StérgroBenaufschaltung

Ist eine StérgroBe messbar, kann sie unmittelbar als weiteres Eingangssignal in die Regelung
einbezogen werden. Im Beispiel Tempomat lasst sich beispielsweise die Hangantriebskraft Fap
messen, sofern das Fahrzeug ein Navigationssystem besitzt. In diesem Fall ist das Héhenprofil in
Fahrtrichtung bekannt. Hieraus folgt die Hangabtriebskraft Fa,, wie in folgender Abbildung gezeigt.

A

h(r)

Fib =mLgsin tan ¢ = dh/dr

Fur die Bertcksichtigung der StérgréBe gibt es die in folgender Abbildung gezeigten Ansétze.

z Storgrofie

e v . .
StorgroRenaufschaltung
w ’ Gr(s) auf den Regler
Flhrungs- -
groRe Regler
Storgréfle
Gx(s)
i ; StérgroRenaufschaltung
woo— Gr(s) _®_’ Gs(s) ! y auf die Strecke
Fihrungs- B ur :
groRe Regler Regelstrecke |

Frage 6.13.1: Gehen Sie in lhrer Implementierung des Tempomaten davon aus, dass ein Messwert
der Hangabtriebskraft vorliegt. Beruicksichtigen Sie diesen Messwert in lhrem Regler in geeig-
neter Weise.
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Frage 6.13.2: Gehen Sie in |hrer Implementierung des Tempomaten davon aus, dass ein Messwert
der Hangabtriebskraft vorliegt. Schalten Sie diesen Messwert in geeigneter Weise auf dies
Strecke auf.

Frage 6.13.3: Vergleichen Sie die Ergebnisse der Regelung ohne Berlcksichtigung der StérgréBe mit
den Ergebnissen der StoérgréBenaufschaltung aus den letzten beiden Aufgaben. Welche
Unterschiede ergeben sich?

Frage 6.13.4: Welche Unterschiede gibt es in den beiden Anséatzen, die StérgroBe auf den Regler
bzw. auf die Strecke aufzuschalten. Sind diese Unterschiede eher konzeptionell, oder imple-
mentierungstechnisch?

6.13. Signalfliusse fiir Normalformen

Folgende Abbildung zeigt den Signalfluss eines Zustandsmodells.

¥t

Regelstrecke > >

uft)

Frage 6.13.1: Rekonstruieren Sie die Zustandsgleichungen aus diesem Modell.
Frage 6.13.2: Welcher der Normalformen entspricht der Signalfluss aus der Abbildung?

Frage 6.13.3: Skizzieren Sie den Signalfluss der Zustandsgleichungen in Diagonalform (Modalform).
Welche spezielle Eigenschaft besitzt diese Darstellung?

Frage 6.13.4: Was bedeuten die Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit? Wie lassen sich diese
Eigenschaften an der Diagonalform unmittelbar ablesen?

6.14. Stabile und instabile Systeme

Folgende Abbildung zeigt Signalflisse fir Systeme, die aus P-Gliedern (mit proportionalem
Verhalten) und I-Gliedern (Integrierern) aufgebaut sind. Ein P-Glied besitzt besitzt den Proportionali-
tatsfaktor Ke und somit die Ubertragungsfunktion Ge = Kp. Jedes I-Glied besitzt die Ubertragungs-
funktion Gi(s) = 1/s.

u(t) » Ko ) » ——» y(t)
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Frage 6.14.1: Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen der gezeigten Systeme.

Frage 6.14.2: Es sei Kp= 1. Welche Systeme sind instabil?

6.15.Lageregelung

Folgende Abbildung zeigt eine Maschine zur Bearbeitung eines Werkstlicks. Die Lage des
Werkstucks soll mit Hilfe einer Spindel durch den Verfahrwinkel eingestellt und geregelt werden.

<:: Lastmoment

Mikrocontroller U. Werkstiick
~
Regelung /— PWM ———"> K Uy
% 1 Spindel
b *~— »
|| Regler Motor Maschinentisch
Sollwert [

Messpunkte: Drehmoment, Drehzahl, Verfahrwinkel

Frage 6.15.1: Skizzieren Sie den Aufbau der Strecke (Motor mit Drehmoment M, Maschinentisch und
Spindel mit Drehzahl w und Verfahrwinkel ¢).

Lésung:

Us(t) —E—»GM(s) > Gr(s) — Gs(s) ——» o)

Regelstrecke

Frage 6.15.2: Ergénzen Sie den Aufbau der Strecke mit der Regelung. Beschreiben Sie die Wirkung
der Regelung. Hinweise: Verwenden Sie folgende Messpunkte: (1) Drehmoment M, (2) Dreh-
zahl w, (3) Verfahrwinkel ¢. Verwenden Sie einen P-Regler zur Regelung des Drehmoments,
einen PI-Regler fur die Winkelgeschwindigkeit, sowie einen P-Regler fur den Verfahrwinkel.

Lésung:
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Kps —DOH Kp2, K12 “(f__‘ Kp1 —" GM(S) H®_> GT(S) =] GS(S) }’0‘_’

Frage 6.15.3: Fir die Regelstrecke seien folgende Parameter angenommen: Motor Gu(s) = 1 / (1+
0,01 s), Maschinentisch Gr(s) = 0,5/ (1 + 0,005 s), Spindel mit Gs(s) = 0,2 / s. Simulieren Sie
die Strecke.

Frage 6.15.4: Entwerfen Sie den Regler. Simulieren Sie das System.

6.16. Kaskadenregelung: Luftheizungsanlage

Zur Heizung eines Raumes wird eine Luftheizungsanlage eingesetzt. Die Regelung soll in einer
zweistufigen Kaskade aufgebaut werden: (1) Die Regelung der Raumtemperatur 8r. Hierzu wird als
Messpunkt ein Temperaturfihler im Raum eingesetzt. (2) Die Regelung der Zulufttemperatur 6.
Hierzu wird als Messpunkt ein Temperaturfuhler im Luftstrom der Zuluft eingesetzt. Folgende Abbil-
dung zeigt den Aufbau des Regelkreises. StellgrdoBe ist der Ventilhub y des Mischers fir den Luft-
erhitzer E, der die Wassertemperatur des Erhitzers einstellt und somit auf die Temperatur 6. der Zuluft
einwirkt. StérgréBe fur den Erhitzer und fir den Raum ist die Aussentemperatur 8, der Luft.

(1) Raumtemperaturregelung

\Erhitzer Ventilator ~ Regelstrecke |
6, | 6. |
— £ @ Raum ¢ | !
L Kaskadenregelung
< 6; ! Erhi : Regelstrecke |
GRI(S) P R | Erhitzer Ventilator E
Regler ~ sol 9, i
—{E @ Raum ?
(2) Zulufttemperaturregelung L ............................................... J
 Erhitzer  Ventilator Regelstrecke Gri(s) [ Gra(s)
6 i W2 = Bisoil W1 = BRrsal
a E @ Raum o w2 R

Regler GRZ(S) —— W= OLsal

Frage 6.16.1: Skizzieren Sie die Struktur des Regelkreises. Verwenden Sie hierzu geeignete Ubertra-
gungsfunktionen fur den Erhitzer sowie fir den Raum.

Frage 6.16.2: Simulieren Sie die Regelstrecke. Parametrisieren Sie hierzu die Ubertragungsfunktionen
in geeigneter Weise.

Frage 6.16.3: Entwerfen Sie die Regler fir die Kaskadenregelung. Testen Sie die Funktionsfahigkeit
der Regelung in einer Simulation.

Frage 6.16.4: Totzeiten. Die Rohrleitungen im Erhitzer sowie zur Zufuhr der Luft in den Raum sind mit
Verzégerungen (sogenannten Totzeiten) verbunden. Welchen Einfluss haben diese Verzége-
rungen auf die Regelung? Erganzen Sie lhre Simulation um die Totzeiten.
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6.17. MehrgréoBenregelung (Zwei-Behalter-System)

Folgende Abbildung zeigt zwei miteinander verbundene GeféBe. Der Abfluss des ersten Behal-
ters funktioniert als Zulauf des zweiten Behélters. Die Behélter haben den Flachen A1 und As.

Zulauf

D G

Behilter | Ay Behilter 2

hi(t
1(t) Abfluss = Zufluss ha(t)

— @ E_—» Qa2(t)

Gat(t) = Qe2(t) Pumpe

Al

Frage 6.17.1: Erstellen Sie ein physikalisches Modell der Anordnung. Hinweis: Nehmen Sie an, dass
die zwischen den Behaltern fliessende Menge proportional zur Druckdifferenz ist und somit pro-
portional zur Differenz der Fullst&nde, d.h. qai(t) = ge2(t) = k (h1(t) - ha(1).

Frage 6.17.2: Definieren Sie die Regelstrecke als System wie folgt (Skizze): RegelgréBen seien die
beiden Fillstdnde h+(t) und hz(t). StellgréBen seine der Zulauf ge1(t) sowie der Ablauf gaz(t).

Frage 6.17.3: Beschreiben Sie das System mit Hilfe der Zustandsgleichungen.
Frage 6.17.4: Skizzieren Sie den Signalfluss des Systems.

Lésung:

ust) = Ger(t) 4.__. xi(t) = hi(t)

: 17 k /A2 If
uz(t) = qaz(t) -1 /Az -—.—o Xxa(t) = hat)
xa(t) = ha(t)

Regelstrecke

Frage 6.17.5: Parametrisieren Sie das System in geeigneter Weise. Simulieren Sie das System.

Beispiel:
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R1(t) = -k/AL hi(t) + k/AL h2(t) + 1/A1 qel(t) Zulauf XL(K)(L + a - ab/(1+b)) =-ab/(k(1+b)) qa2(k) + a/(1+b) x2(k-1) + a/k qel(k) + x1(k-1)
h2(t) = k/A2 h1(t) - k/A2 h2(t) - 1/A2 qa2(t) X" x2(K) (1+b) = b x1(K) - b/k ga2(k) + x2(k-1)
Al= 1m2 = Atk /Al = 0,06
osl 06 Ez Al Behiler | A \ Behilter 2 ;: At k;AZ - 0,075
k= 0,6 m2/s et Abfluss = zuuss | 200 ’
at= 01s — Ol a1 +a-ab/(1+b)) = 0,94713656
ho= im Qo) = qual) Pumpe 1/(1+b)= 0,93023256
qe10= 0,1 m3/s
qa20= 0,1 m3/s

Indexk  qgel(k) qa2(k) x1(k)=h1(k)  x2(k)=h2(k) |49
0 08 0 :

0,10 0,00 0,77 0,054 0,80
0,10 0,00 0,74 0,101
0,10 0,00 0,71 0,144 0,70

0,10 0,00 0,69 0,182 VAL e i}
0,60 =

o
; -
3
4 010 0,00 0,68 0,217 ol M S e—v——— RN ——gel(k)
5 0,10 0,00 0,66 0,248
0,50
6
7
8

0,10 0,00 0,65 0,276 g / “=qa2(k)
0,10 0,00 0,64 0,301

0,10 0,00 0,63 0,324 040 / x1(k)=h1(k)

9 0,10 0,00 0,62 0,345 0,30

10 0,10 0,00 062 0,364 / x2(k)=h2(k)
11 0,10 0,00 061 0,382 020 /

12 0,10 0,00 061 0,398 0,10 v W W W B W W W 8 8 W 1 W I 8 0 W 8 8 Y 0 1 0 W 0 8 Y 0 9

13 0,10 0,00 0,61 0,413 " r

1“ 010 0,00 0,61 0426 |o 0, Cemmmy e m—— m— m—

15 0,10 0,00 0,61 0,439 1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85

16 0,10 0,00 0,61 0,451

Frage 6.17.6: Skizzieren Sie einen Regler mit Hilfe der Zustandsrickfihrung. Worin bestehen die
Unterschiede zu einem EingréBensystem (d.h. skalare StellgréBe und skalare RegelgrdBe)?

6.18. Schéatzung der Systemparameter

Von einem System ist die Sprungantwort gemessen worden, wie in folgender Abbildung gezeigt.

== x(k)

“*=y(k)

. / x(k) —»| system? —> VY(k)

1 3 5 7 9 1113 1517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85

Aus den Messwerten soll nun ein zeitdiskretes Systemmodell geschétzt werden. Fur das Modell
werden folgende Varianten untersucht:

System 1. Ordnung:  y(k) = a1 y(k-1) + bo x(k) (6.18.1)
System 2. Ordnung:  y(k) = a1 y(k-1) + az y(k-2) + bo x(k) + b1 x(k-1) (6.18.2)

Die Systemparameter (a1, bo) bzw. (a1, a2, bo, b1) sind durch Schatzung zu ermitteln, so dass
der gemessene Verlauf der Sprungantwort méglichst gut approximiert wird.

Frage 6.18.1: Approximieren Sie den gemessenen Verlauf mit Hilfe eines Systems 1. Ordnung durch
Probieren (d.h. ermitteln Sie die Parameter (ai, bo)). Hinweis: Verwenden Sie folgendes
Arbeitsblatt einer Tabellenkalkulation fir die Messwerte, die Approximation und die Fehler.

Muster:
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1
\ System 1. Ordnung: y1(k) == x(k)
24 a b0= 0,1 . y1(k)
al= 0,9 e y2(k)
0 ==y(k)

Approximation

0 K
Lore

1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85

0

el(k)

0,120

0,100

0,080 \
X

Fehler

0,060

0,040 \ e (k)

0,020

1 = = PO _Y 2
0,000 L3P ed = & =
9 3133 35 37 39 41 43 454 ] 7 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85

-0,020

-0,040

Frage 6.18.2: Skizzieren Sie den Signalfluss des Systems 1. Ordnung gemaB Gleichung (6.18.1).
Hinweis: Verwenden Sie als Symbol fir die zeitliche Verzégerung um ein Abtastintervall einen
Block mit der Bezeichnung At, bzw. mit der Bezeichnung z! (fur 1/z, vergleichbar mit dem
Integrator 1/s im zeitkontinuierlichen Fall).

Frage 6.18.3: Approximieren Sie den gemessenen Verlauf mit Hilfe eines Systems 2. Ordnung durch
Probieren (d.h. ermitteln Sie die Parameter (a1, a2, bo, b1)). Hinweis: Verwenden Sie folgendes
Arbeitsblatt einer Tabellenkalkulation fir die Messwerte, die Approximation und die Fehler.

Frage 6.18.4: Skizzieren Sie den Signalfluss des Systems 2. Ordnung geméaB Gleichung (6.18.2).

Muster:
i x(k-1) x(k-2) x(k-3) .
x(k, i o »[o-1— Ty 2 zeitdiskretes
B i l z 1 l z Systemmodell
4 y
]  [e] [
g& oG ® > yiK)
rekursiver as a ai
Zweig ™ — -
z-1 ——|z-1 z-1
y(k-3) y(k-2) y(k-1)

Frage 6.18.5: Fiir zeitdiskrete Systeme lassen sich ebenfalls Ubertragungsfunktionen definieren. Statt
der Laplace-Transformation verwendet man hierfir die sogenannte Z-Transformation. Wie
lauten die Ubertragungsfunktionen fiir die beiden Systeme? Hinweis: Verwenden Sie die
Schreibweise aus Abschnitt 4.3 des vorliegenden Manuskripts.

Frage 6.18.6: Verwenden Sie zur Schatzung der Systemparameter das Kalman Filter aus Anhang F.
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6.19. Frequenzregelung fir Stromnetze (Priméarregelung)

Im elektrischen Energieversorgungsnetz arbeitet ein Generator am Netz, wie in der folgenden
Abbildung gezeigt. Der Generator wird von der Turbine getrieben und ist auf einen Arbeitspunkt Pmech
= Mr w eingestellt. Hierbei bezeichnet Mt das Antriebsmoment der Turbine.Der Generator transfor-
miert die mechanische Leistung Pmech in elektrische Leistung Pe, die ins Netz gespeist wird. Die Dreh-
zahl des Generators ist synchron zur Netzfrequenz.

Dampf

e———— h(t)

Turbine Generator

Drehzahl n /é\ Netzfrequenz f
1 @
w AnschluBpunkt

Frage 6.19.1: Physikalisches Modell. Erstellen Sie ein physikalisches Modell der Strecke Turbine und
Generator. Verwenden Sie hierzu folgende Beziehungen: (1) Bei Anderungen der Turbinen-
leistung Pr(t) durch die Dampfmenge h(t) gibt es eine Speichereffekt durch den Dampf in der
Turbine, d.h. es gilt Pr(t) = Kr h(t) - P()/Tr. (2) Die Turbinenleistung P+(t) erzeugt ein
Antriebsmoment Mr(t) = Pr(t)/wo am Generator. Dieses Moment wird fur ein Lastmoment M.
verwendet, das er elektrischen Leistung entspricht, sowie fir die Drehimpulsdnderung des
Rotors Mr = Jr dw/dt. Der Wirkungsgrad des Generators ist so hoch, dass Verluste vernach-
lassigt werden kénnen. Mit wo ist der Sollwert der Netzfrequenz bezeichnet (wo = 2m fo). Die
Netzfrequenz f = w / 2mist um die Polpaarzahl p des Generators proportional zur Drehzahl des
Generators, d.h. f=pn.

Netz

Lésung: (1) Pr(t) = Kt h(t) - Px(t) /Tt
(2) Mr(t) = Pr(t) /wo = My + Jr dw/dt

Frage 6.19.2: Systemdefinition. Definieren Sie den Generator-Turbinensatz als Regelstrecke. Als
StérgroBe sollen Anderungen AP der elektrischen Leistung im Netz um den Arbeitspunkt P, des
Generators betrachtet werden.

Lésung:

Regelstrecke APq(t)  StorgroBe

StellgroRe  h{t) —»| System |[—* f(t) Regelgrifie

Frage 6.19.3: Systembeschreibung. Erstellen Sie ein Zustandsmodell der Regelstrecke. Wie reagiert
die Strecke auf Lastschwankungen AP? Simulieren Sie die Strecke mit plausiblen Parametern.

Losung: ZustandsgréBen: xi(t) = Pr(t), x2(t) = w(t). EingangsgréBe (StellgroBe): u(t) = h(t)
(Ventilhub zur Einstellung der Dampfmenge), AusgangsgroBe (RegelgréBe): f(t)= w(t) / 2n
(Netzfrequenz). Hiermit ergeben sich:

x1(t) = Ky u(t) - x1()/T (6.19.1)

X1(t) / wo = ML + Jr X2o(1)
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umgeformt nach xo(t):
x2(t) = (1/wodr) x1(t) - (MLJR)  (6.16.2)
y(t) = xo(t) / 21 (6.19.3)

Stérverhalten: Lastschwankungen AP bedeuten Anderungen des Lastmoments AM. Da die
Antriebsleistung konstant bleibt, gilt Mt w1 = (Mt + AM) w2. Bei positivem Lastsprung (mehr Leistung)
verringert sich die Drehzahl der Maschine. Bei negativem Lastsprung (weniger Leistung) erhéht sich
die Drehzahl der Maschine. Sofern im Netz keine weiteren Generatoren arbeiten, folgt die
Netzfrequenz der Drehzahl der Maschine.

x2(t) = (1/wodr) x1(t) - (ML + AP/wo )/JR) (6.16.2) mit StérgréBe AM = AP/wo

Frage 6.19.4: Reglerentwurf. Entwerfen Sie einen Regler nach folgendem Blockschaltbild. Hinweis:
Der Regler soll nur Stérungen (Abweichungen) um den Arbeitspunkt Py ausregeln. Die Einstel-
lung auf diesen Arbeitspunkt erfolgt daher mit Hilfe einer Vorsteuerung. Simulieren Sie das
System mit und ohne Regler.

Sollwert nsor (bzw. fson)

Primarregler

Dampf
- Netz
Istwert n (bzw. f)
P, ¥ G
5 — d 1
Messpunkt
Vorsteuerung  Pou(t) APei(t)

l

e
fsot  —» Kp —>@—’ System | fit)
Regler Regelstrecke

Frage 6.19.5: Verhalten im ungeregelten und geregelten Fall. Fir das stationdre Stérverhalten wird
folgende KenngrdBe eingefihrt: Die Statik: S = A f / fo beschreibt die relative Frequenz-
abweichung bei einem vorgegebenen Lastabweichung AP. Welche Statik hat der Generator?

Beispiel zur Simulation: Statik = 2% bei Lastsprung von 1%

y(k)=f(k)

50,50

Frequenz ﬁ

49,50
X‘ ; iy (k)=f(k)
4000 "

48,50

48,00

1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85
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m RegelgréRe

(relative Frequenz)

1,5%
! StorgrolRe
== AP/Pb
—\i = £f/FO
0% (relative Leistung)
0,0%
1 3 5 7 9 1113 1517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 61 63 69 71 73 75 77 79 81 83 85

-1,0%

Frage 6.19.6: Netzverbund. Werden mehrere Generatoren im Verbund betrieben, so kénnen sie sich
gegenseitig beim Ausregeln von Lastschwankungen unterstiitzen. Betreiben Sie zwei Genera-
toren parallel und simulieren Sie die Regelung. Wie &ndert sich die Statik insgesamt?

Primarregler 120 MW
— Kp
- Netz
Turbine 1 *
80 MW
f— Kp
Turbine 2

Lésung: Die Generatoren werden auf die Netzfrequenz einsynchronisiert. Im Modell teilen sich
die Generatoren im Prinzip eine Antriebswelle. Es wirkt die kollektive Schwungmasse Jr = Jr1 + Jre.

x11(t) = Kr1 ua(t) - x11(t)/T1 (6.19.11)
X12(t) = Krz2 uz(t) - x12(t)/Tr2 (6.19.12)
X2(t) = (1/wodr) (X11(t)+ x12(1)) - (MLAJR) (6.16.2)
y(t) = xo(t) / 21 (6.19.3)

Die Statik verbessert sich insgesamt: Mit einem Generator vom Py = 120 MW ergibt sich fur AP
= 1,2 MW eine relative Frequenzanderung von Af/fo = 2%. Mit zwei Generatoren von insgesamt 200
MW ist fur die gleiche Lasténderung AP = 1,2 MW die relative Frequenzénderung Af/fo = 1,2% (bei
gleicher Einstellung der Regler).

Der Arbeitspunkt der Generatoren Po1 und Pp2 verschiebt sich wéhrend der Stérung AP. Beide
Generatoren leisten einen kollektiven Beitrag zur Kompensation der Lastabweichung. Die
Schwungmasse der Generatoren stabilisiert die Regelung.
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Frage 6.19.7: Erneuerbare Energien im Netz. Statt des zweiten Generators sollen 80 MW im Netz
durch eine erneuerbare Energiequelle bereit gestellt werden. Diese Quelle speist durch
Wechselrichter ein und ist nicht in die Primarregelung eingebunden. Wie andert sich die Statik
im Vergleich zum Betrieb zweier Generatoren in Aufgabe 6.19.67

Lésung: Die Statik entspricht wieder der von Aufgabe 6.19.5. Da die erneuerbare Energiequelle
keinen Beitrag zur Primarregelung leistet, fihrt jedoch bereits eine relativer Lastwechsel von AP/Pges
=1,2 MW /200 MW = 0,6% zu der in Aufgabe 6.19.5 gezeigten Frequenzabweichung von Af/fo = 2%.

Frage 6.19.8: Veranderung der Arbeitspunkte. Durch die Primarregelung verschieben sich die Arbeits-
punkte Pp1 und Pu2 beider Generatoren (siehe Aufgabe 6.19.6). Dieser kollektive Mechanismus
ist zwar technisch sinnvoll zur Stabilisierung des Netzes, jedoch nicht fair zu den Erzeugern:
Wenn Erzeuger 1 vom Plan abweicht, wird die Abweichung von allen Erzeugern gemeinsam
getragen, d.h. die Brennstoffkosten und Betriebskosten tragt ebenfalls das Kollektiv. Wie kénnte
eine fur alle Beteiligten faire L6sung aussehen?

6.20. Leistungsregelung fur Stromnetze (Sekundarregelung)

Die sogenannte Sekundarregelung verschiebt bei einer Lastabweichung AP den Sollwert des
Primarreglers. Hierdurch wird einerseits die Regelabweichung dauerhaft beseitigt. Andererseits erfolgt
die Verschiebung des Sollwertes nur bei dem Erzeuger, der die Planabweichung verursacht hat.

Den Verursacher der Planabweichung kann man durch Messung aller Leistungsflisse im Netz
der jeweiligen Erzeuger ausfindig machen. Die Summe aller zu- und abflieBenden Leistung sollte den
Planwert Py bei jedem Erzeuger ergeben. Weicht die Summe von diesem Wert ab, d.h. Po2 = Pp1 + AP,
so muss der betreffende Erzeuger die Differenz auf eigene Kosten ausregeln. Bei einer negativen
Differenz wird der Sollwert entsprechend nach unten korrigiert. Folgende Abbildung zeigt die
Sekundarregelung. Die Sekundarregelung ist als Pl-Regler ausgefiihrt ist.

Sollwert n, Sollwert Py
Primarregler Sekundirregler
Dampf K, JAP dt AP <0
«— P «— P
- - Netz
Istwert n Istwert P
- ./é\ e
ALY
Messpunkt
AP > 0:nur Primarregelung AP < 0: Primar- und Sekundirregelung
fa f AP
. 1
i ‘ | f. =50 Hz
el e o Nttt EI I - __‘_“*4.;;:‘___._4_._ _________
f, =50 Hz E—— Af T T
AP l T~
= ! " R T '\ :
Pb P + AP P’p= Pb
Po - AP
Frage 6.20.1: Was spricht dafir, die Sekundarregelung als PI-Regler auszulegen?
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Frage 6.20.2: Skizzieren Sie die Regelstrecke. Hinweis: Der Sekundérregler gibt den vorher durch die
Vorsteuerung eingestellten Arbeitspunkt Py vor.

Frage 6.20.3: Entwerfen Sie den Regler. Simulieren Sie die Strecke.

Frage 6.20.4: Erweitern Sie lhr Modell um mehrere Generatoren im Netz. Regeln Sie die Lastabwei-
chung an einem der Generatoren aus. Untersuchen Sie die Wirkungsweise der Primarregelung
und der Sekundérregelung.
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7. Klausuraufgaben

7.1. P-Regler

Folgende Abbildung zeigt eine Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion Gs(s) ohne Regelung
(links), sowie die gleiche Regelstrecke im Regelkreis mit Regler. Der Regler hat die Ubertragungs-
funktion Gr(s). Es soll ein P-Regler eingesetzt werden.

Gs Gr Gs

A 4

U —) Regelstrecke —> Y w Regler Regelstrecke —&—> y

Frage 5.1.1: Wie lautet die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke im allge-meinen Fall (mit
Gs(s) und Gr(s))? Wie lautet die Ubertragungsfunktion im speziellen Fall, wenn fiir Gr(s) ein P-
Regler eingesetzt wird?

Lésung: aus (1) Y(s) = Gr(s) Gs(s) E(s) und (2) E(s) = W(s) - Y(s) erhéalt man
Gges(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)).

Mit Gr(s) = Kp ergibt sich hieraus
Gges(s) = Kp Gs(s) / (1 + K Gs(s)).

Frage 5.1.2: Fir die Strecke sei Gs(s) = bo / (s2 + a1 s + ao). Welche Ubertragungs-funktion ergibt sich
fur die geregelte Strecke mit dem P-Regler? Welchen Wert nimmt die Sprungantwort h(t) fir die
ungeregelte Strecke bzw. die geregelte Strecke im einge-schwungenen Zustand an (h(t—))?

Lésung: Mit dem Zahlerpolynom Z(s) und dem Nennerpolynom N(s) von Gs(s) = Z(s) / N(s)
erhalt man allgemein fur die geregelte Strecke:

Gges(s) = KpZ(s) / (N(s) + Kp Z(s)). Hieraus ergibt sich im speziellen Fall:
Giges(s) = Kpbo / (s2 + a1 s + ao + Kp bo)

Eingeschwungener Zustand:

Ohne Regler: h(t—) =bo / ao. Mit Regler: h(t—®) = Kp bo / (a0 + Kp bo)

Frage 5.1.3: Fur die Regelstrecke gelten folgende Werte: bo = 3, a1 = 4, ao = 3. Berechnen Sie flr den
ungeregelten Fall: (1) die Pole der Ubertragungsfunktion, (2) die Partialbruchzerlegung, (3) die
Impulsantwort. Beschreiben Sie das Zeitverhalten der ungeregelten Strecke mit Hilfe ihrer
Zeitkonstanten.

Lésung: Pole: p1 = -1, p2 = -3 erhélt man durch Lésen der quadratischen Gleichung.

Durch Koeffizientenvergleich an den beiden Polen erhélt man aus G(s) = 3/ (s+1) (s+3) = Ky /
(s+1) + K2 / (s+3) die Koeffizienten Ky = 1,5 und Ko =- 1,5.

Die Impulsantwort erhalt man hieraus aus der Ricktransformation in den Zeitbereich: g(t) = 1,5
e t-1,5 e -3, Die ungeregelte Strecke hat die beiden Zeitkonstanten t1=1 und 12= 1/3.

Frage 5.1.4: Legen Sie den Reglerparameter so fest, dass sich das Zeitverhalten der Strecke
verbessert. Welchen Einfluss hat der Regler? Beschreiben Sie die Lage der Pole der Ubertra-
gungsfunktion der geregelten Strecke. Welche Impulsantwort hat die gere-gelte Strecke?
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Beschreiben Sie das Zeitverhalten der geregelten Strecke mit Hilfe ihrer Zeitkonstanten.
Welche Werte fiir die Reglerkonstante sollten Sie vermeiden?

Losung: Verschiebung der ersten Polstelle zu kleineren Werten. Aus der Ldsung der
quadratischen Gleichung wahlt man z.B. den Wert der Diskriminante D = 0, was sich mit Hilfe von Kp
= 1/3 erreichen lasst. In diesem Fall sind p1 = p2 = - 2. Im Vergleich zur ungeregelten Strecke ist
hierdurch zwar der zweite Pol n&her an die positive reelle Ebene gewandert, der dominierende Pol p+
besitzt jedoch nun eine kleiner Zeitkonstante. Man erhélt t1 = 2= 1/2.

Mit Ke = 1/3 erhéalt man fiir die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke:

Gges(S):1 /(32+4S+4):1/(S+2)2

Aus der Korrespondenztabelle der Laplace Transformation ermittelt man die zugehdrige
Zeitfunktion zu g(t) =t e 2.

Reglerkonstanten, die die Pole in Richtung der positiven reellen Ebene verschieben, sind zu
vermeiden, da das System hierdurch instabil wird. Mit Blick in die Lésung der quadratischen
Gleichung wéren das alle Werte von Kp, die den urspringlichen Pol bei p1 = -1 weiter nach links
verschieben, d.h. Kp< 1/4.

7.2. Zustandsregler

Ein Zustandsregler hat die in folgender Abbildung gezeigte Struktur. Die Regelstrecke ist ein
System 2. Ordnung mit der Systemmatrix A = (a1, 0; 0, a22), b =(1; 1); und cT = (0, 1).

Eingangs- | Zustandsvektor . Ausgangs-
signal X . . signal
u1 — b — T —

—oﬁ? E f C y
i Eingangsvektor Ausgangsvektor :
(Spalten) (Zeilen)
A K—
Systemmatrix Regelstrecke
kKT —
ur Regler

Frage 5.2.1: Regelstrecke. Wie lauten die Zustandsgleichungen der Regelstrecke?
Lésung: x1(t) = a1 x1(t) + u(t)
Xo(t) = aze xo(t) + u(t)
y(t) = xa(t)

Frage 5.2.2: Regelstrecke. Ermitteln Sie die Ubertragungsfunktion Gs(s) der Regel-strecke aus dem
Zustandsmodell (A, b, cT) bzw. direkt aus den Zustandsgleichungen. Welche Polstellen hat die
Ubertragungsfunktion?

Lésung: Weg 1: GemaB Gleichung (3.28) aus dem Vorlesungsmanuskript erhélt man:
Gs(s) =cT(sE-A)1b

Wegen der Diagonalmatrix besitzt M = (sE-A)! ebenfalls Diagonalform, d.h. M = (m4, 0; O,
my2). Multiplikation von cT M ergibt cT M = (0, 1) = (m11, 0; 0, m2) = (0; m22). Hieraus ergibt sich durch
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Multiplikation mit b das Skalarprodukt: cT M b = (0; mz22) (1, 1) = mz22. Das Element erhélt man aus M =
(SE-A)1 = ((s-az2), 0; 0, (s - ar1) ) / det (SE-A) zu (s - a11) / ((s - az2) (s - a11)) = 1/(s - az). Somit ist

Gs(s) = 1/(s - az)
Weg 2 ist in diesem Fall viel einfacher: Aus
Xo(t) = aze xo(t) + u(t)
y(t) = xa(t)
ergibt sich unmittelbar
y(t) = az y(t) + u(t)
Durch Transformation in den Bildbereich erhélt man hieraus:
s Y(s) = az Y(s) + U(s)

Nach Umformung zu s Y(s) - az Y(S) = (s - az2) Y(s) = U(s) erhalt man die Ubertragungs-
funktion

Gs(s)=1/(s - az)
Somit ergibt sich eine Polstelle bei s = az.

Frage 5.2.3: Regler. Fur den Regler wird der Zeilenvektor kT wie folgt gewahlit: k™= (0, Kp). Erstellen
Sie die Zustandsgleichungen der geregelten Strecke. Welche Verande-rungen ergeben sich in
der Systemmatrix A* der geregelten Strecke gegenliber der Systemmatrix A der ungeregelten
Strecke?

Lésung: Fir das geregelte System gilt:
u(t) = ui(t) - ur(t) = u1(t) - kKT x(t) = ui(t) - Kp xa(t)
Durch Einsetzen in die Zustandsgleichungen erhé&lt man hieraus:
X1(t) = an x1(t) + u1(t) - Kp xo(t) = a1 x1(t) - Ke xo(t) + ui(t)
X2(t) = aze xa(t) + u1(t) - Kp xa(t) = (a22 - Kp) x2(t) + u1(t)
y(t) = xa(t)
Die Systemmatrix der geregelten Strecke ergibt sich zu A* = (a1, - Kp; 0, (azz2 - Kp)).

Frage 5.2.4: Geregelte Strecke. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke.
Welcher Einfluss hat die Regelung sich auf die Lage der Polstellen?

Lésung: Am einfachsten direkt aus den Zustandsgleichungen:
Xo(t) = (az2 - Kp) xa(t) + u1(t)
y(t) = x2(t)

Somit erhalt man:
y(t) = (az22 - Kp) y(t) + ui(t)

Durch Transformation in den Bildbereich erhélt man hieraus:
s Y(s) = (az2 - Kp) Y(s) + U1(s)

Nach Umformung erhalt man die Ubertragungsfunktion
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Gges(s) =1/ (s - az+Kp)

Somit ergibt sich eine Polstelle bei s = az> - Kp. Die Regelung verschiebt unmittelbar die Lage
der Polstelle der Ubertragungsfunktion.

Frage 5.2.5: Skizzieren Sie das Blockdiagramm flr spezielle Wahl des Vektor kT = Kp cT = (0, Kp) aus
Frage 2.3 so, dass das Diagramm dem eines konventionellen Regel-kreises ndher kommt.
Ermitteln Sie die Ubertragungsfunktion des Regelkreises aus dem Blockdiagramm, in dem Sie
fur die Strecke die Ubertragungsfunktion Gs(s) einfilh-ren, sowie fiir den Regler Gg(s) = Kp.
Welche Unterschiede ergeben sich zu einem konventionellen Regelkreis mit P-Regler in der
Struktur und in der Ubertragungsfunktion?

Lésung: Da der Vektor kT die gleiche Struktur hat wie cT (und somit kT = Kp cT = (0, Kp) gilt),
kénnte man den P-Regler mit der Konstanten Kp auch direkt mit dem Ausgang y(t) verbinden. Somit
erhalt man einen konventionellen P-Regler, der sich allerdings im Ruckflh-rungszweig befindet (siehe
Abbildung).

Eingangs- | Zustandsvektor Ausgangs-
signal g X X signal
w-Q—1 b f T

: Eingangsvektor Ausgangsvektoré
(Spalten) (Zeilen) '
A

Systemmatrix Regelstrecke
GR(S)= KP
ur Regler
u Gs
us » Regelstrecke > y
Ur
Regler
Gr

Fiir die Ubertragungsfunktion erhélt man aus dem Blockdiagramm: (1) Y(s) = Gs(s) U(s) und (2)
U(s) = U4(s) - Gr(s) Y(s). Hieraus ergibt sich nach Umformung:

Gges(s) = Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s))-

Der Nenner der Ubertragungsfunktion (und somit die Lage der Pole) entspricht der des
konventionellen Regelkreises.

Im konventionellen Regelkreis befindet sich der Regler im Vorwartszweig vor der Strecke. Somit
findet sich im konventionellen Regelkreis die Ubertragungsfunktion des Reglers auch im Zéhler der
Ubertragungsfunktion.

Frage 5.2.6: Zeitverhalten der geregelten Strecke. Fir die Strecke sei Gs(s) = bo / (s2 + a1 s + ao).
Welche Ubertragungsfunktion ergibt sich fir die geregelte Strecke mit dem Zustandsregler?
Welchen Wert nimmt die Sprungantwort h(t) fir die ungeregelte Strecke bzw. die geregelte
Strecke im eingeschwungenen Zustand an (h(t—))? Vergleichen Sie das Verhalten mit den
konventionellen P-Regler.
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Losung: Mit dem Zahlerpolynom Z(s) und dem Nennerpolynom N(s) von Gs(s) = Z(s) / N(s)
erhalt man allgemein fur die geregelte Strecke:

Gges(s) = Z(s) / (N(s) + Kp Z(s)). Hieraus ergibt sich im speziellen Fall:
Gges(s) =bo/(s2 + a1 s + ao + Kp bo)

Eingeschwungener Zustand:

Ohne Regler: h(t—®) =bo / ao. Mit Regler: h(t—=®) =bo /(a0 + Kp bo)

Vergleich mit konventionellem P-Regler: siehe Aufgabe 1.2. Bei Zugriff auf alle Zustands-
gréBen durch kT lassen sich alle Polstellen der Strecke beeinflussen.

7.3. Einfluss von StérgréBen

Folgende Abbildung zeigt einen Simulationslauf des Gleichspannungsmotors. Der Motor ist in
diesem Fall die Regelstrecke. Die ZustandsgréBe xi(t) entspricht dem Motorstrom, x2(t) der Drehzahl.
Als EingangsgrdBe dient die Ankerspannung des Motors u(t). In der abgebildeten Simulation sind
diese GroBen auf die jeweiligen Nennwerte normiert. Als StoérgréBe wirkt ein Lastmoment M. auf die
Strecke ein.

ungeregelt (k1 =0, k2=0)

: to ==u(k)/uN Ux=24V
; ‘ . x1(k)/IN In=3A
| ! l X2(K)/fN f= 50 Hz
‘ 1357911315091 8 ;:) 29 31 33 35 37 39 41434547 4951535557 ii‘nx 63 =s;,vssn nsm ;‘131 83 &5 30E99193 35 ::‘w
. |
05 |
|
t4 ts
4
Lastmoment M/MN
t

Frage 5.3.1: Ergadnzen Sie den Verlauf des Lastmomentes im Diagramm. Begriinden Sie lhren Verlauf
stichwortartig aus dem Verhalten des Motors.

Lésung: Das Lastmoment My wird zu t1 zugeschaltet, mit t3 weggeschaltet.
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b

Lastmoment M/Mn
1 u u
t1 t’i t

| | >

Begrindung: Motor lauft vor t1 auf Leerlaufdrehzahl hoch (Strom geht gegen 0). Bei Last lauft
die Drehzahl auf Nenndrehzahl, der Strom steigt auf den Nennwert. Ab Zeitpunkt t3 geht das System
in Richtung Ruhezustand, d.h. hier ist die Last entfernt worden.

Frage 5.3.2: Welches ist die Startbedingung der Regelstrecke? Erklaren Sie das Verhalten der
Regelstrecke zu den Zeitpunkten t1, t2 und ts. Erklaren Sie das Verhalten der Strecke zwischen
den Zeitpunkten t2 und t3 (zunachst negativer, dann positiver Motorstrom, negative Drehzahl).

Lésung: Zeitpunkte t1 und t3 siehe oben (Frage 3.1).

Zum Zeitpunkt t> wird die Versorgungsspannung abgeschaltet (u(tz) = 0 mit Kurzschluss des
Ankerkreises). Zu diesem Zeitpunkt liegt noch Nennlast an, d.h. es wirkt ein Nennmoment auf den
Motor. Der Motor geht in den Generatorbetrieb (Umkehr des Stromes) und wird langsamer. Da weiter
ein Lastmoment anliegt, andert sich nach dem Stillstand die Drehrichtung (negative Drehzahlen,
Stromumkehr). Zum Zeitpunkt t3 erfolgt die Abschaltung des Lastmoments, der Generator kehrt in den
Ruhezustand zurck.

7.4. Systembeschreibung durch Polvorgabe
Ein System besitzt die in der Abbildung gezeigten Polstellen s12 = -1 xj.

S

Im {s}
143 % 3
Re {s}
-1
-1 -3 x T -3

Frage 7.4.1: Ubertragungsfunktion. Wie lautet das Nennerpolynom N(s) der Ubertra-gungsfunktion?
Wie lautet die Ubertragungsfunktion G(s), wenn das Zéhlerpolynom Z(s) = 2 betragt?

Losung: N(s)=(s-(-1+j))(s-(-1-j))= s2+2s+2
Mit Z(s) = 2 folgt hieraus G(s) = Z(s) / N(s) =2/ (s2 + 2s + 2)

Frage 7.4.2: Verhalten im eingeschwungenen Zustand. Auf welchen Wert schwingt die Sprungantwort
des Systems ein? Skizzieren Sie den Verlauf der Sprungantwort. Begriin-den Sie lhre Aussage.
Lésung: h(t—«») = G(s—0), es gilt also im eingeschwungenen Zustand h(t—) = 1. Die

Impulsantwort des Systems ist eine gedémpfte Schwingung. Die Sprungantwort schwingt also beim

Einschwingen Uber.
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Frage 7.4.3: Differenzialgleichung. Wie lautet die Differenzialgleichung des Systems fir das
Eingangssignal u(t) und das Ausgangssignal y(t)?

Lésung: Aus der Ubertragungsfunktion erhélt man
Y(s) (s2+2s +2) =2 U(s)
Transformation in den Zeitbereich ergibt
y(©) +2y() +2y(t) =2 u(t)

Frage 7.4.4: Zustandsmodell. Wie lauten die Zustandsgleichungen des Systems? Welche Werte
besitzt die Zustandsmatrix A, der Eingangsvektor b und der Ausgangs-vektor cT?

Lésung: Wahlt man x1(t) = y(t) und x2(t) = y(t), so erhalt man aus der DGL
x1(t) = xa(t)
xo(t) = -2 x2(t) - 2 x1(t) + 2 u(t)
y(H) = xa(t)

Es lauten also: A=0, 1; -2, -2], b=[0; 1], cT=[1, O].

7.5. Zustandsregler

Ein System wird durch folgenden Signalfluss beschrieben.

uft) —+ 2 ] TI > y(t)

Regelstrecke

Frage 7.5.1: Wie lautet die Differenzialgleichung des Systems? Welche Polstellen hat das System?

Lésung: Wenn man dem Signalfluss ruckwérts von y(t) aus folg erhalt man

™~ zur DGL

N

y(®
Coxa(t)
zum Z-Modell

u(t)

als Differenzialgleichung (DGL): y(t) = - 2 y(t) - 2 y(t) + 2 u(t), und somit
y(t) +2y(t) + 2 y(t) =2 u(t)
Dieses System besitzt Polstellen bei s12 =-1 .

Frage 7.5.2: Zustandsmodell. Leiten Sie die Zustandsgleichungen des Systems aus der Differenzial-
gleichung bzw. direkt aus dem Signalfluss her. Welche Werte besitzt die Zustandsmatrix A, der
Eingangsvektor b und der Ausgangsvektor cT?
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Lésung: Ausgehend vom der DGL: siehe Frage 1.4

Ausgehend vom Signalfluss: von y(t)=xi(t) aus erhalt man riickwarts dem Signalfluss fol-gend
(1) x1(t) = x2(1), (2) x2(t) = -2 x2(t) - 2 x1(1) + 2 u(t).

Fir das Zustandsmodell erhalt man also: A=[0, 1; -2, -2], b =[0; 2], cT=[1, 0].

Frage 7.5.3: Zustandsmodell des geregelten Systems. Folgende Abbildung zeigt die Regelstrecke
zusammen mit einem Regler.

uo(t)

Ur(t) @4/ ka |* Regler

Wie lauten die Zustandsgleichungen des geregelten Systems? Welche Werte besitzt die
Zustandsmatrix Ar des geregelten Systems, der Eingangsvektor br und der Ausgangs-vektor
cr'. Hinweis: Mit dem Regler errechnet man u(t) = uo(t) - ur(t).

Lésung: Ausgangspunkt sind die Zustandsgleichungen
Xi(t) = x2(t) (1)
X2(t) = -2 x2(t) - 2 x1(t) + 2 u(t) (2)
Durch Einsetzen von
u(t) = uo(t) - ur(t) = uo(t) - k1 x1(t) - k1 x1(t)
in (2) ergibt sich:
Xi(t) = x2(t) (1)
Xa(t) = -2 (1 + ko) Xa(t) - 2 (1 + k1) x1(t) + 2 uo(t) @)

Frage 7.5.4: Wie lautet die Differenzialgleichung des geregelten Systems? Welche Polstellen hat das
geregelte System fir folgende Reglerparameter: ki=0, k2=0,5? Welchen Einfluss hat der
Regler?

Lésung: Die Struktur der Zustandsgleichungen hat sich nicht geédndert, bis auf uo(t) als neue
EingangsgroBe, und andere Koeffizienten vor den Zustandsvariablen. Durch Einsetzen von (1) in (2)
und Verwendung der Ausgangsgleichung (3) y(t)=xi(t) erhalt man also:

y) + 2(1+ ko) yt) + 2 (1+ky) y(t) = 2 uo(t)
Fur ks =0 und k2= 0,5 erhalt man:
y) + 3yt) + 2y(t) = 2 uo(t)

Die Polstellen des Systems ergeben sich aus den Nullstellen des Polynoms
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2+ 3s +2=0=(s+2)(s+1)

Die Polstellen haben sich durch Einfluss des Reglers verschoben nach s1=-2 und sz = -1.

7.6. Fillstandsregelung mit 2 Behaltern

Zwei Behélter sind wie in der folgenden Abbildung gezeigt miteinander verbunden.

Zulauf

:x:\ qeft)
}

Al Behilter | A Behilter 2
hi(t) ha(t)

Abfluss

— — — qa(t)

Der Fullstand hz(t) des zweiten Behalters soll geregelt werden. Als StellgréBe soll der Zulauf
ge(t) verwendet werden. Der Ablauf ga(t) am 2. Behdlter ist als StérgréBe zu betrachten.

Frage 7.6.1: Physikalisches Modell. Beschreiben Sie das Verhalten des Systems. Hinweis: Nehmen
Sie an, dass der zwischen den Behéltern ausgetauschte Flissigkeits-strom proportional ist zur

Differenz der Fullstande hi(t) - ha(t).

Lésung: Die Volumenanderung A h(t) ist jeweils proportional zum Zustrom bzw. Ablauf:
h1(t) = -k/A1 hi(t) + k/A1 ha(t) + 1/A1 ge(t) (1)
ha(t) = k/A2 hi(t) - k/Az ha(t) - 1/A2 ga(t) 2)

Frage 7.6.2: Systemdefinition. Definieren Sie das System nach der Vorgabe in der Aufgabenstellung.
Hinweis: Nur ha(t) soll geregelt werden. Eine Skizze mit Eingdngen und Ausgéngen gendgt.

Lésung:

Rege|strecke Qa(t) StorgréRe

StellgréBe  qo(t)—> System |— h2(t) Regelgréfie

Frage 7.6.3: Systembeschreibung. Erstellen Sie die Zustandsgleichungen der Regelstrecke. Wie
lauten die Zustandsmatrix A, der Eingangsvektor b und der Ausgangsvektor c7? Hinweis: Die
StoérgréBe ist nicht Teil des Zustandsmodells.

Lésung: Man wahlt x1(t) = h1(t) und x2(t)= ho(t). EingangsgroBe ist u(t) = ge(t).
X1(t) = -k/A1 x1(t) + k/A1 x2(t) + 1/A1 u(t) (1)
Xa(t) = k/A2 x1(t) - k/A2 xo(t) (2)
y(t) = xa(t) 3)
Somit erhélt man: A = [ -k/A1, k/Aq; k/Az, -k/A2], b =[ 1/A1; 0], cT= [0, 1].
Frage 7.6.4: Skizzieren Sie den Signalfluss des Systems.

Lésung: Die Behélter bestrémen sich gegenseitig abh&ngig von den Fllstanden.
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u(t) = ger(t) o X0 =h:(®)

x2(t) = ha(t)

» Y(t) = ho(t)

®
-

Frage 7.6.5: Qualitative Fragen zur Regelstrecke. Wie beurteilen Sie die Steuerbarkeit des Systems?
Halten Sie das System flr beobachtbar? Begriinden Sie Ihre Aussagen.

Lésung: Steuerbarkeit: Obwohl die EingangsgréBe nur direkt auf xi(t) einwirkt, wirkt sie
mittelbar auch auf xo(t) = hz(t), da die GefaBe ja miteinander verbunden sind. Der Signalfluss zeigt
x1(t) als mittelbare GréBe. Das System sollte also steuerbar sein. Beobachtbarkeit: Umgekehrt kann
man von dem beobachteten Fllstand y(t) = ha(t) = x2(t) auch auf den Fullstand h1(t) = x1(t) schliessen.
Das System sollte also auch beobachtbar sein.

Frage 7.6.6: Entwurf Zustandsregler. Skizzieren Sie einen Zustandsregler fir das System. Wie lauten
die Zustandsgleichungen des geregelten Systems?

Lésung:
0 — O i My st
[LAf
| ®)'(2(t) — 7] xa(t) = haft) )
“°8='=t~°k= ___________________________________
Ur(t) Regler
SS
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Zustandsgleichungen: u(t) = uo(t) - k1 x1(t) - ka2 x2(t) einsetzen:

x1(t) = (k/A1 - k1) x1(t) + (k/A1- k2) x2(t) + uo(t) (1)
Xo(t) = k/A2 x1(t) - k/A2 Xo(t) 2)
y(t) = xa(t) 3)

Frage 7.6.7: Fihrungsverhalten. Folgendes Diagramm zeigt eine Simulation der geregelten Strecke.

Interpretieren Sie den Verlauf von qe(t), hi(t) und hz(t). Welche Wirkung haben die
Reglerkonstanten ki1 und kz?

1,40

1,20

1,00

0,80

== qe(k)

<@ qa(k)
x1(k)=h1(k)

= x2(k)=h2(k)

0,60

0,40 -

0,20

0,00

13 5 7 9 1113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49" 5557 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85

-0,20

Lésung: Initialzustande: h1(0) = 0,8, h2(0) = 0. Der Regler stellt den Zulauf ge(t) so ein, dass sich
Behalter 2 auf einen konstanten Wert ho(t) fullt. Hierflr genlgt ko. Der Fillstand h1(t) kann sich hierbei
Uber den gewunschten Wert erhdhen. Die Konstante ki erlaubt es, den Fullstand h1(t) bei der
Regelung zu berlcksichtigen.

Frage 7.6.8: Storverhalten. Zum Zeitpunkt t1 wird eine konstante Menge qa(t) abge-pumpt, wie
folgende Simulation zeigt. Die Reglereineinstellungen und Startbedingungen sind identisch mit
Frage 3.7. Wie schéatzen Sie den weiteren Verlauf der Fillstdnde h1(t) und hz(t) ab t1 ein (bitte
einzeichnen)? Begrinden Sie lhre Einschatzung.

1,40
120
7*-’MM;W;;;;,
1,00 % -
080 1 == qe(k)
060 | t “&= qa(k)
1
040 = x1(k)=h1(k)
——— =
020 1 x2(k)=h2(k)
0,00
1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85
-0,20 |

Lésung: Der Regler kann die Stérung nicht ausregeln, es bleibt eine Regeldifferenz.
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\8___‘ — == qe(k)
B & qa(k)

x1(k)=h1(k)

L = x2(k)=h2(k)

0,80 1

0,60

0,40

0,20

[

1 3 5 7 911131517 1921232527293133353 143 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85
-0,20

Grund hierfir ist, dass der Regler zwar ein Gleichgewicht zwischen Zulauf ge(t) (StellgréBe) und
Abfluss qa(t) (StorgréBe) herstellt (siehe Signalfluss bzw. Simulationslauf). Bis zu diesem Zeitpunkt ist
aber eine Menge Flussigkeit abgeflossen, der Fillstand hz(t) also gesunken. Der Zulauf fliesst
mittelbar Uber Behélter 1 zu, was eine Differenz der Flllstdnde verur-sacht, die flir den Zustrom von
Behalter 1 nach Behélter 2 erforderlich ist.

7.7. Strecke mit P-Regler
Ein Regelstrecke besitzt den in der Abbildung gezeigten Signalfluss.

W) —o3 G T
)

Regelstrecke

)

v
—

v
3
)

Frage 7.7.1: Differenzialgleichung. Wie lautet die Differenzialgleichung der Strecke?
Frage 7.7.2: Ubertragungsfunktion. Wie lautet die Ubertragungsfunktion der Strecke?

Frage 7.7.3: Stabilitat. Ist die Strecke als System stabil? Untersuchen Sie hierzu die Lage der
Polstellen.

Frage 7.7.4: Verhalten im eingeschwungenen Zustand. Auf welchen Wert schwingt die Sprungantwort
des Systems ein? Welche Polstelle beeinflusst das Zeitverhalten mass-geblich? Skizzieren Sie
den Verlauf der Sprungantwort. Begriinden Sie Ihre Aussage.

Frage 7.7.5: P-Regler. Zur Regelung der Strecke soll ein P-Regler eingesetzt werden. Skizzieren Sie
den Regelkreis. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke.

Frage 7.7.6: Reglerparameter. Als Reglerkonstante wird Kep = 1 gewéhlt. Welche Polstellen besitzt das
geregelte System hiermit? Auf welchen Wert schwingt sich die Sprungantwort des geregelten
Systems ein? Wie &ndert sich das Einschwingverhalten im Vergleich zum ungeregelten
Zustand?
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7.8. Zustandsregler

Eine Regelstrecke wird durch folgenden Signalfluss beschrieben.

u(t) 3 + J'
o

Regelstrecke

y(®

)

v
——

&

Frage 7.8.1: Zustandsmodell. Wie lauten die Zustandsgleichungen des Systems? Welche Werte
besitzt die Zustandsmatrix A, der Eingangsvektor b und der Ausgangs-vektor cT?

Frage 7.8.2: Zustandsregler. Zur Regelung der Strecke soll ein Zustandsregler einge-setzt werden.
Skizzieren Sie die Strecke mit dem Zustandsregler.

Uo(1)

Ur(t)

Frage 7.8.3: Zustandsmodell des geregelten Systems. Wie lauten die Zustands-gleichungen des
geregelten Systems? Welche Werte besitzt die Zustandsmatrix Ar des geregelten Systems, der
Eingangsvektor br und der Ausgangsvektor cr". Hinweis: Mit dem Regler errechnet man u(t) =
uo(t) - ur(t).

Frage 7.8.4: Wie lautet die Differenzialgleichung des geregelten Systems? Welche Polstellen hat das
geregelte System fir folgende Reglerparameter: ki=1, ka=0? Welchen Einfluss hat der Regler?

Frage 7.8.5: Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des geregelten Systems mit den Regler-
parametern aus Aufgabe 2.4. Auf welchen Wert schwingt sich das System ein? Wie hat sich das
Zeitverhalten durch den Zustandsregler geéndert?

Frage 7.8.6: Vergleich mit P-Regler. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des per Zustandsregler
geregelten Systems fiir den allgemeinen Fall der Reglerparameter ki und kz. Vergleichen Sie
mit der Ubertragungsfunktion des mit einem P-Regler geregelten Systems. Welche Unter-
schiede ergeben sich?

7.9. Gleichstrommotor als Regelstrecke

Folgende Abbildung zeigt einen Simulationslauf des Gleichspannungsmotors. Der Motor ist in
diesem Fall die Regelstrecke. Die ZustandsgréBe xi(t) entspricht dem Motorstrom, x2(t) der Drehzahl.
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Als EingangsgrdBe dient die Ankerspannung des Motors u(t). In der abgebildeten Simulation sind
diese GroBen auf die jeweiligen Nennwerte normiert. Als StoérgréBe wirkt ein Lastmoment M. auf die
Strecke ein.

15

ungeregelt
“ufk)/uN Uy=24V

25 ts t2 x1(k)/IN In=3A

l l x2(K)/fN fr= 50 Hz

1103 05 7 91131517151 2325791 31 NS AT S A A4S AT ASSI SIS ST SIS GT STTNELS T TS A1 A3 A5 8789519395 97 95

Lastmoment M /Mn

Frage 7.9.1: Lastmoment. Ergénzen Sie den Verlauf des Lastmomentes im Diagramm. Begriinden Sie
Ihren Verlauf stichwortartig aus dem Verhalten des Motors.

Frage 7.9.2: ZustandsgréBen. Welches ist die Startbedingung der Regelstrecke? Erklaren Sie das
Verhalten der Regelstrecke zu den Zeitpunkten t1, t2 und ts. Wie sind die negativen Drehzahlen
zum Zeitpunkt tz zu interpretieren? Wird elektrische Leistung aufgenommen oder abgegeben?

Frage 7.9.3: Drehzahlregler. Skizzieren Sie einen Regelkreis mit dem Motor als Regel-strecke und
wahlweise einem P-Regler bzw. mit einem Zustandsregler. Hatte ein Zustandsregler Vorteile
gegenuber einem P-Regler?

Frage 7.9.4: Simulation der geregelten Strecke. Wie wirde sich eine mit Hilfe eines P-Reglers
geregelte Strecke bei gleichem Lastprofil wie in Aufgabe 3.1 verhalten? Ergdnzen Sie den
Verlauf der StellgroBe (Motorspannung) und der beiden Zustands-gréBen (Motorstrom,
Drehzahl) in normierter Darstellung in folgendem Diagramm. Begriinden Sie lhre Skizze.
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geregelt StellgroBe U/Uy ZustandsgrofBen:
3 Strom Iy
ty t Drehzahl f/fy
2
1 ta
t
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Englisch - Deutsch

Canonical forms Normalformen (des Zustandsmodells)
Modal form Diagonalform
Companion form Beobachternormalform
Controllable form Regelungsnormalform
Denominator Nenner
Discrete-time zeitdiskret
Eigenvalue Eigenwert
Eigenvector Eigenvektor
Numerator Zahler
State estimator Beobachter
State-space model Zustandsmodell (Modell im Zustandsraum)
Transfer function Ubertragungsfunktion
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Abkurzungen

ADC Analoge-Digital Converter (Analog-Digital-Wandler)
T=1/ Schwingungsdauer, Periodendauer [s]

f=1/T Frequenz, Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit [1/s]

w =2rf = 2r/T Kreisfrequenz, Winkelgeschwindigkeit der Kreisbewegung [1/s]

E Energie [Joule, J, N m, W s, kg m?/ s
potentielle Energie Ep = 1/2 k y2,
kinetische Energie, Translation Ex= 1/2 m v2,
kinetische Energie, Rotation E;= 1/2 J w?,
Energie elektrisches Feld Ec = 1/2 CU?,
Energie magnetisches Feld EL = 1/2 LI2

G(s) Ubertragungsfunktion (Abbild der Impulsantwort)
H(s) Ubergangsfunktion (Abbild der Sprungantwort)
PWM Pulsweitenmodulation

SISO Single Input - Single Output (Eingr6Bensystem)
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Anhang A - Regelkreis
Fihrungs- Regel- P
gréBe  differenz azegrer- Storgrolie
gangs-
aréBe StellgroRe lz
v w e UR u y  Regelgrifie
Soliwert —» Ggy —Q—» Gr * Gg) * Gs2 > (Istwert)
Fuhrungs- Regler Stellglied Regelstrecke
filter
v
Gs3
Ruckfihr-
gréBe Sensor

Mathematische Formeln

Laplace Transformation

F(s) = LIf)] = [ 1(t) e=dt

Grenzwertséatze der Laplace-Transformation:

lim f(t) = lim F(s) s
Anfangswertsatz: t=+0 -

lim f(t) = lim F(s) s
Endwertsatz: e §=0

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (wobei F(t) = Stammfunktion von f(t)):

1) dr=F(o)- F@) =[F)]

Partielle Integration: fu(m) v(t) dt=u(t) v(t) + [ u'(T) v(T) dT
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Beispiele zur Laplace Transformation

Impulsfunktion:

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Sprungfunktion:

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Rampenfunktion:

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Exponentialfunktion:

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Polstelle:

S. Rupp, 2015

Baden-Wirttemberg
Stuttgart
- Impulsfunktion
£ s t
O(t)— oo flr t—0; 0 sonst
F(s) =1
f(t) 4 Sprungfunktion
»
f(t) =1 far t = 0; 0 sonst
F(s)=1/s
fit) 4 / Rampenfunktion
PR
/
> I
f(t) =t furt = 0; 0 sonst
F(s)=1/s?
Exponentialfunktion
1
N
» t
' T=1/a
f(t) = et furt = 0; O sonst
F(s) = 1/ (s+a)
p=-a
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Sinus- und Cosinus:

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Polstellen:

Gedampfte Schwingung (Sinus):

Definition im Zeitbereich:
Bildfunktion:

Polstellen:

S. Rupp, 2015

f1(t) = sin(wt) fir t = 0; 0 sonst
fa(t) = cos(wt) fir t = 0; O sonst
Fi(s) = w /(s + w?)
Fa(s) =s/ (s? + w?)

P12 ==%jw (konjugiert komplexes Polpaar)

f(t) = et sin(wt) flr t = 0; 0 sonst
F(s)=w/((s +a)? + w?)

pi2=-a+jw (konjugiert komplexes Polpaar)

T2ELA3002

DHBW

Duale Ho
F\wl»v‘

Stuttgart
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Anhang B - Reglertypen
P-Regler
' Reger Regler- ||\ . Ubertragungsfunktion |
| differenz ausgangs-
i groiRe
Gr=Kp
e)y — Gr [—> UR(D)
Reger 0 Sprungantwort
A
ua(t) = Ke * e(t) K
ur(k) = Kp * e(k) N
I-Regler
""" Rege-  Regle~ | Ubertragungsfunkton |
i differenz ausgangs-
i groBe
Gr(s)=Ki/s
et)y — Gr [—> UR(D)
Regler Sprungantwort |
A
ur(t) =Ki*fe(t)dr, T=0bist 7 Ko+ At ~ —
un(k) = Ki* At* Se(i), i=0,.., k 1 .
PID-Regler
""" Rege-  Regle~ | Ubertragungsfunkton |
i differenz ausgangs-
i groBe
Gr(s)=Kp + Ki/s +Kas
et) —— Gr [—> Ur(t)
Reger 1 Sprungantwort
K, +KJAt
Cus(t)=Ke*e(t) + Ki*fe(t)dt + Kade(t)/dt
. Ki+ At Kp
| ua(k) =Ke " e(k) + Ki* At* Te(i) + Ka* (e(k)-e(k-1))/At | | 1 X
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Anhang C - Zustandsbeschreibung und Zustandsregler

MehrgréBensysteme (allgemeiner Fall)

Durchgangsmatrix
> D
Eingangs- Zustandsvektor Ausgangs-
vektor X vektor
u B ] C y
Eingangsmatrix Ausgangsmatrix
A
x(t) = Ax(t) +Bu(t) Zustandsdifferenzialgleichung
Systemmatrix
y(t) = C x(t) + D u(t) Ausgangsgleichung
EingréBensystem
Durchgangsfaktor (skalar)
1 d
Eingangs- Zustandsvektor Ausgangs-
signal X x signal
u b f " —O—vy
Eingangsvektor Ausgangsvektor
(Spalten) (Zeilen)
A
x(t) = Ax(t) +bu(t) Zustandsdifferenzialgleichung
Systemmatrix
y(t) = cT x(t) +du(t) Ausgangsgleichung

Mathematische Formeln: Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A
Charakteristische Matrix A der Matrix A: A= (AE-A)
Charakteristisches Polynom:

AA) =Det(AE-A)=A"+an1 A" +an2 A2+ ... + a2A2+ a1 A+ ao

Eigenwerte X' = Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Far die zugehdrige Eigenvektoren x; gilt:

(EA-A)x=0

AXe=Ar Xr bzw.

Diese Bedingung hat nichttriviale Lésungen nur fur Det(EA - A) = 0, d.h. fir die Eigenwerte der
Matrix A. Fir eine Diagonalmatrix entsprechen die Eigenwerte den Diagonalelementen (d.h. A
= ar. Die zugehdrigen Eigenvektoren sind die Einheitsvektoren er.
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Zustandsregelung (EingréBensystem)
Stérgrofle
l z
g Storungsvektor
Eingangs- | Zustandsvektor - Ausgangs-
signal i @ . . 1 signal
i X 5
u=QO—~ b J == ¢y
I Eingangsvektor Ausgangsvektor
(Spalten) (Zeilen)
A K=
_____________________________________________________________ Systemmacrix || Regelstrecke
X(t) = (A-bKT)x(t) + bus(t) +g z(t)
KoK= ’
UrR Regler y(t) =cT x(1)

Zustandsregelung mit vorgelagertem I-Regler (EingréBensystem)

Storgrole
Storungsvektor
Zustandsvektor
wo K u s x
O Kis O~ b J S N e
I-Regler ] Eingangsvektor Ausgangsvektor%
(Spalten) (Zeilen) ||
A
S Systemmatrix || | Regelstrecke |
kT
UR Regler Innere Regelung
@) (A-bkT) Kib| [x@ g 2(t)
NG o | o) "o w(t)
x(t)
yty= [ -cT ] ’ ]
M)
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Anhang D - Zustandsschéatzung
Regler mit Beobachter
Storgrofie l z
g Storungsvektor
; @ Zustandsvektor 5
ut X X
_’Cﬂ) — b = cT —? y.
toou i §
| Eingangsvektor Ausgangsvektoré
. (Spalten) (Zeilen)
A
e I b g
T > Beobachter %
X {} geschétzter Zustandsvektor
T
Ugr k Regler
Aufbau des Beobachters
y o™
y-y y
h c’
- )?A geschétzter
Zustandsvektor |
u —————»| b :()E/-é:‘/'\ J' : > %
Eingangsvektor Ausgangsvektor
(Spalten) (Zeilen) |
A K
Systemmatrix Beobachter

Zustandsgleichungen des Beobachters:
X(@t)=(A-hcT)X(t) + bu(t) + hy(t)
y(t) = cT X(t)
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Anhang E - MATLAB Befehle

Laplace-Transformation: F = laplace(f); f= ilaplace(F)
Beispiel: syms st /* Variablen deklarieren
G=3.33/(1 +0.08 *s)  /* Vorgabe der Ubertragungsfunktion (Dezimalpunkt=Punkt)
g= ilaplace(G) /* Rucktransformation

g= (333/8) * exp(-(25*1)/2) /* Ergebnis

Differenzieren und Integrieren: diff(f,t), int(f,t)
Beispiel: diff(g,t) /* wurde oben definiert
ans = -(8325/16) * exp(-(25*1)/2) /* Ergebnis

Partialbruchzerlegung: diff(int(G,s))
Beispiel: G=(s+3)/(s"2 -4) /* [G]=Datentyp sym
diff(int(G,s))
ans = 5/(4*(s-2)) - 1/(4*(s+2))

Gebrochen rationale Funktion durch Zeilenvektoren eingeben:
Beispiel: Z=[1,3]; N=[1, 0, -4] /* Eingabe Z&hler Z und Nenner N
Koeffizienten der Partialbruchzerlegung: residue(Z, N)
residue(Z,N)
ans =1.25;-0.25 /* Ergebnis
[K, P] =residue(Z,N) /* alternative Eingabe fir Koeffizienten und Polstellen
K=1.25;-0.25; P =2.0; -2.0 /* Ergebnis
Z und N in die Ubertragungsfunktion iibernehmen:
G =tf(Z, N) /* tf = transfer function; [G]=Datentyp tf
(s+3)/(s"2-4) /* Ergebnis
Pole und Nullstellen berechnen:
zeroes = tzero(G)
zeroes =-3.0 /* Ergebnis
poles = pole(G)
poles =2.0; -2.0 /* Ergebnis
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Zustandsgleichungen eingeben und Ubertragungsfunktion berechnen:

Beispiel:

Gleichstrommotor aus Ubung 3.2
syms s t

A =[-3000, -47.74; 795.7, 0]; c=[0, 1] /* Systemmatrix, Ausgangsvektor (Zeilen)

b=[1000; 0]; d=0; /* Eingangsvektor ([b1; b2] = [b4, b2]* Spaltenvektor)
sE =s * eye(2) /* s*Einheitsmatrix E (zweidimensional)
G = c*inv(sE-A)*b /* Ubertragungsfunktion berechnen

G =397850000/(500*s2 + 1500000*s + 18993359) /* Ergebnis; [G]=Datentyp sym

Kirzer mit G als Datentyp tf (transfer function = Ubertragungsfunktion):

Beispiel:

Beispiel:

S. Rupp, 2015

sys = ss(A, b, ¢, d) /* System sys aus Zustandsmodell erstellen

G=tf(sys) /* Transferfunktion G aus sys berechnen

Berechnung der Pole und Nullstellen

Z=795700; N=[1, 3000, 37990] /* Eingabe Z&hler und Nenner
G =tf(Z, N) /* tf = transfer function; [G]=Datentyp tf
poles=pole(G) /* Pole berechnen

poles = -2987.3; -12.7 /*Ergebnis

Ubertragungsfunktion direkt aus den Zustandsgleichungen berechnen

sys = ss(A, b, ¢, d) /* A, b, c und d=0 vorher eingeben
Sys = /* Ergebnis = Zustandsmodell sys
a= x1 x2 x3 x4
x1 0 1 0 0
X2 0 0 15 0
x3 0 0 0 1
x4 0 0 -3.125 0
b= ui
x1 0
x2  0.001
x3 0
x4 -0.000125
c= x1 x2 x3 x4

y1 1080
d=

G=tf(sys) /* G = Ubertragungsfunktion aus Zustandsmodell
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Ubertragungsfunktion eingeben und Zustandsgleichungen berechnen:
Z =79.5; N=[1, 30, 3.81] /* Z- und N-Polynom eingeben
G =tf(Z, N) /* tf = transfer function; [G]=Datentyp tf
G =9925/(125s"2 + 3750 s + 477)  /*Ergebnis: Continuous-time transfer function.

ZGL = ss(G) /*Zustandsmodell berechnen; [ZGL]Datentyp ss
ZGL = /* Ergebnis: Continuous-time state-space model.
a= x1 X2
x1 -30 -1.905
X2 2 0
b= ut
x1 8
x2 0
c= x1 x2
y1 0 4.969
d=0
[A,B,C,D]=ssdata(ZGL) /* Ergebnis den Variablen A,B, C, D zuweisen

Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen: eig(A)

Beispiel: Matrix A = -43.0000 -0.1800 0.8000
7.9600 0 0
0 -1.0000 0
eig(A) /* Eigenwerte berechnen
ans = -42.9701 + 0.0000i /* Ergebnis

-0.0149 + 0.3847i
-0.0149 - 0.3847i

Beispiel: [V, D, W] = eig(A) /* Linke Eigenvektoren V, Diagonalmatrix D, rechte Eigenvektoren

w

V= -0.9833 + 0.0000i 0.0173 + 0.0013i 0.0173 - 0.0013i /* Ergebnis
0.1821 + 0.0000i 0.0139 - 0.3589i 0.0139 + 0.3589i
0.0042 + 0.0000i 0.9331 + 0.0000i 0.9331 + 0.0000i

D= -42.9701 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i

0.0000 + 0.0000i -0.0149 + 0.3847i 0.0000 + 0.0000i
0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i -0.0149 - 0.3847i
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W= -0.9998 + 0.0000i 0.1703 + 0.0015i 0.1703 - 0.0015i

-0.0038 + 0.0000i 0.9197 + 0.0000i 0.9197 + 0.0000i
0.0186 + 0.0000i -0.0169 + 0.3535i -0.0169 - 0.3535i

Optimale Reglerparameter: Optimierungskritierium: mit Q bzw r gewichtete mittlere quadratische
Abweichungen der Zusténde x; und der StellgréBe u vom Ruhepunkt xi=0, uo=0

k=Iqgr(A, b, Q, r)
Beispiel:
A=[-30, -0.48; 7.96, 0] /* Eingabe Systemmatrix
B=[10; 0] /* Eingabe Eingangsvektor
QS=ctrb(A,B) /* Berechnung der Steuerbarkeitsmatrix Qs
QS = 10.0000 -300.0000 /* Ausgabe der Steuerbarkeitsmatrix (det(Qs) # 0)

0 79.6000
Q=[0,0; 0,1] /* Eingabe der Bewertungsmatrix (q11=0, g2o=1)
k=Igr(A, B, Q, 1) /* Berechnung der optimalen Reglerparameter
k= 0.2431 0.9532 /* Ergebnis

Steuerbarkeit: Ein System ist steuerbar, wenn sich alle ZustandsgréBen durch die EingangsgréBe u(t)
beeinflussen lassen. Ein vollstandig steuerbares System lasst sich jedem Initialzustand x(to) aus
in einen beliebigen Zustand x(t) Uberfuhren. Nachweis: Die Determinante der Steuerbarkeits-
matrix ist ungleich Null.

Beispiel:
QS=ctrb(A,B) /* Berechnung der Steuerbarkeitsmatrix Qs
QS-=ctrb(sys) /* Berechnung der Steuerbarkeitsmatrix Qs

Beobachtbarkeit: Ein System ist beobachtbar, wenn innerhalb endlicher Zeit aus dem Eingangssignal
u(t) und dem Ausgangssignal y(t) des Systems der Zustandsvektor x(t) bestimmt werden kann.
Bei einem beobachtbaren System lassen sich ZustandsgréBen durch einen Beobachter ohne
direkte Messung rekonstruieren. Nachweis: Die Determinante der Beobachtbarkeitsmatrix ist

ungleich Null.

Beispiel:

QB=o0bsv(A,C) /* Berechnung der Beobachtbarkeitsmatrix Qs
QB=obsv(sys) /* Berechnung der Beobachtbarkeitsmatrix Qs

Kanonische Formen der Zustandsgleichungen

Eingabe des Systems:
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A=[0,1,0,0; 0, 0,15,0; 0,0,0,1; 0,0,3.125,0]; b=[0; 0.001; 0; 0.000125]; c=[1,0,0,0]; d=0;
sys=ss(A,b,c,d) /* zeigt Kontrollausgabe

Ubertragungsfunktion: G=tf(sys) /* zeigt Kontrollausgabe

Diagonalform (Modalform):

canon(sys) /* bzw. canon(sys, ‘modal‘); zeigt Kontrollausgabe
a= 0 1.49e-08 0 0

0 0 0 0

0 0 1.768 0

0 0 0 -1.768

b =[0.004596; 0.004596; -1.628e-08; 1.563e-05]
¢ =[0.007693, -0.007693, 0, 0]

Beobachternormalform (Companion form):

canon(sys, 'companion') /* zeigt Kontrollausgabe
a= 0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 3.125
0 0 1 0
b=[1;0;0;0]; ¢ = [0, 0.000125, 0, 0.0003906]

Regelungsnormalform (Beispiel 4x4 Matrix):

QS-=ctrb(A,b) /* Steuerbarkeitsmatrix mit Kontrollausgabe
Qinv=QSA(-1); /* inverse Steuerbarkeitsmatrix

g4T=Qinv(4,:); I* 4. Zeile (Zeile N) in Zeilenvektor g4 T extrahieren
Tinv = [g4T; g4T*A; g4T*A"2; g4T*A"3 |; /* Transformationsmatrix T* berechnen
T=Tinv/(-1); /* Transformationsmatrix T berechnen

Ar=Tinv*A*T /* Regelungsnormalform von A berechnen, Ergebnis:

0 1.0000 0 0
0 0 1.0000 0
0 0 0 1.0000
0 0 3.1250 0
br=Tinv*b /* Regelungsnormalform des Eingangsvektors b,

/*Ergebnis: b = [0; 0; 0; 1]
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Rucktransformation:

A=T*Ar*Tinv

b=T*br

Reglerauslegung durch Polvorgabe:

/* Rucktransformation A, Ergebnis:

0 1.0000 0 0
0 0 15.0000 0
0 0 0 1.0000
0 0 3.1250 0

/* Rucktransformation b, Ergebnis:

b= 1.0e-03 * [0; 1; 0; 0.1250]

MATLAB unterstutzt eine Abklrzung durch diese Kette:

sys=ss(A,b,c,d);
rank(ctrb(sys))

ans= 4

P=[-2, -1.8, -1.6, -1.4];

k = place(A, b, P)

k = 1.0e+05 * [-0.0645, -0.1545, 2.1453, 1.7800]

S. Rupp, 2015
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/* System im Zustandsraum definieren

/* Rang der Steuerbarkeitsmatrix prifen

/* Ergebnis

/* gewunschte Pole (=Eigenwerte der Systemmatrix)

/* die Reglerkonstanten durch Polvorgabe ermitteln

T2ELA3002
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Anhang F - Kalman Filter

package de.dhbwStuttgart.tet;

public class Kalman {

//Parameter estimation by Kalman filter

static final int m =

public static void main (Stringl[]

S. Rupp, 2015

4;

//column and row index

args) |

//generate and initialize objects

double[] [] P =
0;

new

for (int i =
double[] f =

K =
double y = 0.,

new double[m
i< m;

new double[m
sc=0.,

1 [m];
i++)
double [m
I, pf
yest = 0.;

1, T =

P[i][1i] =

new double[m

new double[m

I

1000000.;

1,

fTp =

DHBW

ale Hochs
F der ,\'l, €
Stuttgart

new double[m];

double input[] = new double[20], output[] = new double[20];
int k = 0; //loop index
//fill input and output vector
for (int i = 0; i<20; i++) inputli] = 24.;
output[0]=8.73; output[1]=16.76; output[2]=23.90;
output [3]1=30.23; output[4]=35.84; output[5]=40.82;
output [6]=45.24; output[7]=49.16; output[8]=52.64;
output[9]1=55.73; output[10]=58.47; output[l1]=60.90;
output[12]=63.05; output[1l3]=64.96;0output[1l4]=66.66;
output[15]=68.16; output[16]=69.50; output[17]=70.68;
output [18]=71.74; output[l9]=72.67;
//initialize vectors K and T
for (int i = 0; i<m; i++) {

f[1]1=0.; K[i]=0.; T[1i]=0.;
}
// open text file for results
Out.open ("Kalman.txt") ;
//loop with index k
for (k = 0; k<20; k++) {
/*Step 1: update measurement vector f=(y(k-1), y(k-2), S
u(k), u(k-1), .)and y(k); Note: for better legibility,
Step 1 is specialized for 2nd order systems (m=4)*/

if ((k-1) >= 0) £[0] =

if ((k-2) >= 0) £[1] =

if (k >= 0) frz] =
T2ELA3002

output[k-1];
output [k-2];
input [k];
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if ((k=-1) >= 0) f[3] = input[k-1];
y=output[k];

//Step 2a: calculate K
// pf =P * f
for (int j = 0; j<m; Jj++){

pf[j]l = 0.;
for (int 1 = 0; i<m; i++) {
[

pfljl= pf(j] + P[JI[Li]*£[1i];

// sc = 1/(fT * pf + 1) is a scalar term
sc=0.;
for (int i = 0; i<m; i++) {
sc = sc + f[i]l*pf[i];
}
sc = 1./ (sc+l.);

// K = pf * sc
for (int i = 0; i<m; i++) {
K[i] = pf[i]*sc;

//Step 2b: calculate P
// fTp = £T * P
for (int j = 0; j<m; J++){
fTp(j] = 0.7
for (int i = 0; i<m; i++) {
fTp[jl= fTplj] + £[Li]1*P[1i]1[]]7

}
// Matrix P = P - K*fTp
for (int j = 0; j<m; Jj++){
for (int i = 0; i<m; i++) {
P[J]l[i]l= P[J1[i] - K[i]*fTp[J];

//Step 3: calculate coefficient vector T
// yest = fT * T is a scalar term
yest = 0.;
for (int i = 0; i<m; i++) {

yest + f£[1i]*T[i];

yest

}
// T =T+ K * (y(k)- yest)
for (int i = 0; i<m; i++) {
T[i] T[i] + K[i]*(y - yest);
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//write results to file
Out.println("loop " + k);
for (int i=0;i<m;i++) Out.println ("T("+ +")="+ TI[i]);
Out.println () ;
} //end loop
Out.close();

}
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Anhang G - Signalflisse

Beispiel: Inverses Pendel

F—» System [— @

xi(t) = yx(t); xe(t) = yx(t); x3(t) = @(1); xat) = ¢'(t)

x1(t) = xa(t) (1)
Xa(t) = mug/mi xa(t) + F(t) / mk (2)
Xa(t) = xa(t) (3)

X4(t) = (@) (1+ mu/mg) xa(t) + F(t) /1 mg (4)

ey |yt = o) = xaft) (5)

Signalfluss mit Zustandsrickfihrung:

ut)=Fy | o) = yl) — Xol) = K1) — xi(t)

Xa(t) Mess-
xa(t) :

A

g/1(1+mu/mg) <

o(t)
Xa(t) = @”(t) Xa(t) = Xa(t) Xa(t)
P x4(t) X (t)
o0 e R PR ()
@ ssseesssecsnsnccnsccsnsssansccsnsncnns X1(t)
Zustandsschatzung durch Beobachter
u=Fol
; Regelstrecke
u(t) = F(t) ()
> Beobachter <
SR1(t) D Ro(t) I Ra(t) | Raft) geschatzter
v v v v Zustandsvektor
ur(t) Regler KT
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Bobachtbarkeit:

Ob der Zustandsvektors sich aus dem Ausgangssignal bei gegebenen Eingangssignal rekons-
truieren lasst, hangt von den Eigenschaften des Systems ab. Im gegebenen Beispiel lassen
sich aus y(t) = ¢(t) zwar Xa3(t) = &(f) und Xa(t) = ¢(t) ableiten, nicht jedoch die Position des
Wagens Xi(t) = yk(t) und die Bewegung des Wagens X2(t) = yk'(t). Nachweis: Rang der Beo-

bachtbarkeitsmatrix in Abhé&ngigkeit des Ausgangsvektors cT (MATLAB Befehle in Anhang E).

Regelung mit Beobachter:

ut) =F(t) Solt) = yK"(t) X2(t) Xa(t) x1(t)
() = (1)
Regelstrecke x3(t) ’
xa(t) -
1 A
1
U e =x0' il x(t)
u(t) = F(t) yi) =y) = yx(®) -1 o)
> Beobachter N
Eif(r) Efm{t) %fm(t) 5)?4(1) geschatzter
v v v v Zustandsvektor
Ur(t) Regler KT
Signalfluss des Beobachters:
Beobachter 1) - 0t
h ¥ -y(t) O——yt
) 1 Rt 23l |t R ABZ)
u(t) —
i | Modell der
i | Regelstrecke
Xa(t):
geschétzter Zustandsvektor Ra(t) V )?2{!)‘:' R3(t) vy X1(t)
S. Rupp, 2015 T2ELA3002 118/118



