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1. PID Regler

1.1. Steuerung

Eine einfache Moglichkeit, die Drehzahl eines Gleichstrommotors einzustellen, zeigt folgende
Abbildung. Hierbei wird die Spannung an den Anschlussklemmen durch ein Stellglied variiert.

STH ] &=

Sollwert Uy Drehzahl
— Stellglied »  Motor +—

Bild 1.1 Steuerung

Im Gleichstrommotor wird ein Gleichgewicht zur Ankerspannung Ui hergestellt durch eine
drehzahlabhéngige, im Erregerfeld induzierte Spannung. Die Drehzahl w des Motors ist somit im
eingeschwungenen Zustand proportional zur Ankerspannung: w = k U,

Fir einen Motor mit konstanter Erregung (z.B. Permanentmagnet im Stator) ist das
Drehmoment des Motors proportional zum Ankerstrom. Das Drehmoment stellt sich also bis zur
magnetischen Sattigung (bei Nennspannung) auf die Last ein (d.h. auf das geforderte Drehmoment).
Die Drehzahl bleibt somit auch bei Lastédnderungen gut bei dem Uber U1 eingestellten Wert.

Somit genugt in vielen Féllen bei Gleichstrommotoren eine Steuerung: die Drehzahl wird durch
Vorgabe eines Sollwertes Uber ein Stellglied eingestellt. Die Anpassung an Lastschwankungen
Ubernimmt in diesem Fall der Motor selber.

Lastabhéngige Drehzahl

Folgende Abbildung zeigt ein Ersatzschaltbild des Ankerkreises.

uL-Ld—f up=Ri(t)

Lastmoment M.

<—
Drehzahl f

U4

Bild 1.2 Elektrisches Ersatzschaltbild des Motors (Ankerkreis)
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Die Induktivitdt L des Ankerkreises ist nur beim Einschalten relevant und kann daher hier
zunachst vernachléssigt werden. Im eingeschwungenen Zustand verbleiben jedoch die ohmschen
Verluste. Drehzahlabhéngig ist die induzierte Spannung Uing. Es gilt:

® =k Uing (1.1)
Unter Berucksichtigung des ohmschen Spannungsabfalls erhalt man:
Ui=1"R+ Uing (1.2)

Mit wachsender Last verringert sich die Drehzahl durch den ohmschen Spannungsabfall, der
durch den gréBeren Laststrom verursacht wird. Hierdurch reduziert sich bei konstanter
Ankerspannung U; die induzierte Spannung Uing. Die eingangs verwendete Beziehung w = k U4 gilt im
Leerlauf (I = 0).

Fir den Ankerstrom erhélt man aus der Maschengleichung oben: | = Ui /R - Uind/R = U1 /R -
w /kR. Der Ankerstrom ist proportional zum Lastmoment. Als Kennlinie des Drehmoments Uber der
Drehzahl erhalt man den in der folgenden Abbildung gezeigten Verlauf.

Ankerstromi ~ Lastmoment M.
io | Anlaufstrom
~ 1R e R Kleiner
\“'\
R gréRer Ry
) ’x\'\.;
. Leerlauf
fo~ Drehzahl f

Bild 1.3 Drehmoment-Drehzahl Kennlinie

Die Drehzahl des Motors in Abhéngigkeit der StellgroBe Us lasst sich durch Umformen der
Stromgleichung wie folgt beschreiben: w = k U; - i k R, wobei die Konstante k aus der Leerlauf-
drehzahl wo und der Nennspannung Uio folgt: k = wo/U10. Da das Drehmoment proportional zum
Ankerstrom ist, gilt:

w=kUr - kM= kUi - ko (ML+ Jw) (1.3)

Das Drehmoment des Motors entspricht dem Drehmoment der Last M plus der Anderung des
Drehimpulses des Ankers (Rotors) bedingt durch dessen Tragheitsmoment.

Ubung 1.1: Fiir einen Motor sind folgende KenngréBen gegeben: Nenndrehzahl 3000 pro Minute,
Nennstrom 3A, Nennleistung 45 W, Nennspannung 24 V, Tragheitsmoment des Rotors 600 gcm?.
Berechnen Sie: (1) die induzierte Spannung Uind im Nennbetrieb, (2) den Ankerwiderstand R, (3) das
Nennmoment, (4) die Leerlaufdrehzahl, (5) den Anlaufstrom, (6) das Anlaufmoment. Hinweis:
Vernachlassigen Sie das Tragheitsmoment des Rotors.

Ubung 1.2: Einstellung der Drehzahl unter Last. Fiir den Motor mit den Kennzahlen aus Ubung 1.1 soll
die Drehzahl mit Hilfe der Ankerspannung fir ein gegebenes Drehmoment eingestellt werden. Wie
berechnen Sie die Ankerspannung Us fiir eine gegebene Drehzahl und ein gegebenes Drehmoment?
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Ubung 1.3. Lastéanderungen. Spielt das Tragheitsmoment des Rotors beim in Ubung 1.1 gegebenen
Motor eine Rolle? Geben Sie bei konstanter Ankerspannung U+ einen Lastsprung um ein gegebenes
Drehmoment vor und berechnen Sie die Anderung des Drehimpulses.

Lésung zu Ubung 1.1:

. PN = Uinan In: hieraus folgt Uingn =45 W/ 3A=15V

. Un = In * R + Uinan: hieraus folgt R = (24V -15V)/3A=3 Q

. Pn = Mn * wn: hieraus folgt My = 45 W/ (250 1/s) = 0,143 Ws = 0,143 Nm

. f ~ Uind, somit gilt fo/fn = Un/Uinan: hieraus folgt fo = 3000 1/min * 24V/15V = 4800 1/min
. Im Anlauf ist Uing = 0, hieraus folgt: In=UnR=24V/3Q=8A

. M ~ |, somit gilt Ma/Mn = Ia/In: hieraus folgt Ma = (8A/3A) * My = 0,381 Nm

Lésung zu Ubung 1.2: Vorgegeben sind My, 1, gesucht ist Us.

. M ~ |, somit gilt M1/Mn = l1/In: hieraus folgt 11 = In * M1/Mn
. f1/fn = Uind1/Uinan

. Uy folgt aus Gleichung (1.2): U1 =1 * R + Uinan * f1/fn

Lésung zu Ubung 1.3: Vorgabe z.B. Lastsprung von My auf M1 = 0,5 My innerhalb At = 20 ms.
. Strom bei M (sieche Ubung 1.2): l1 = In * Mi/Mn = 0,5 In

. Uy = Un bleibt konstant, Uing1 erhdht sich gemaB Gleichung (1.2): Un = 0,5 In R + Uinds

. Uinet =Un-0,5INR=24V-15A*3Q=19,5V

. Anderung der Drehzahl: fi/fx = Uing1/Uingn hieraus folgt f1 = 19,5/15V * 50 1/s = 65 1/s

. Jw'=J 2 Af /At =J 2 15/0,02 (1/s2) =J * 4710 (1/s2) = 0,28 kg m?/s2 = 0,28 Nm

. Die Tragheit des Rotors ist fir den vorgegebenen Lastsprung relevant.

Physikalisches Modell der Regelstrecke

Der Motor mit den beschriebenen Eigenschaften und das Lastmoment sollen nun als Regel-
strecke fir die Steuerung betrachtet werden. Statt einzelne Arbeitspunkte manuell zu berechnen, soll
ein Modell der Motors zusammen mit einem vorgegebenen Lastprofil in Form einer Tabellenkalkulation
als Modell der Regelstrecke erstellt werden. Es werden hierfiir die Parameter des Motors aus Ubung
1.1 verwendet.

Zur Erstellung des Modells werden zunéchst die KenngréBen des Motors als Variable in die
Tabellenkalkulation eingetragen. Auf diese Weise lassen sich spater die Motoreigenschaften leicht
verandern. Weiterhin wird ein Zeitintervall vorgegeben, zu dem Messpunkte errechnet werden
(beispielsweise At = 10 ms, so dass man bei 20 ms pro Umdrehung 2 Messpunkte erhalt). Als
EingangsgréBen werden verwendet: (1) ein Index k fir die Zeitintervalle k * At, (2) das Lastmoment
ML in Abhangigkeit des Index k. Fir K und ML wird hierzu jeweils eine Spalte in der Tabellenkalkulation
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verwendet, wobei der Index k z.B. von 0 bis 99 Uber 100 Stitzstellen verlauft (entsprechend 10
Umdrehungen). Die Ankerspannung Ui ist ebenfalls eine Eingangsvariable, wird aber bei der
Steuerung Uber den Index k nicht variiert, sondern bleibt fest eingestellt. Aus AusgangsgréBe dient (3)
die Drehzahl f geméaB Gleichung 1.3.

Ubung 1.4: Erstellen Sie eine Tabellenkalkulation nach der oben beschriebenen Vorgehensweise.
Gehen Sie hierzu vor wie in Ubung 1.2 (M => | => Uing => f). Analysieren Sie das Verhalten der
Steuerung bei Vorgabe eines willkirlichen Lastprofils (z.B. einen Lastsprung bei Index k = N. Welches
Verhalten zeigt die Regelstrecke bei einem durch die Steuerung fest eingestellten Sollwert? Hinweis:
Verwenden Sie eine Grafik. Folgendes Schema soll als Muster fur einen méglichen Aufbau eines
Arbeitsblattes in der Tabellenkalkulation dienen.

Motor Nenndrehzahl ~ fN 3000 rpm abgeleitete GroRen:
Nennstrom IN 3A Drehmomen MN 0,143 Nm
Nennleistung PN 45 W Uind Nenn  UindN 15,000 V
Nennspannung UN 24 V Ankerwiders R 3,000 Ohm
Tragheitsmomen J 60 1,00E-06 kg m2 Drehzahl N 50,000 1/s
k = wO/UN= wN/UindN 20,95 1/Vs
[Sollwert ~ Ankerspannung U1 24 V | k2=k*R*IN/MN 1316,29 1/VAs2
|Mode|l Zeitintervall At 0,01 s 2 Messpunkte pro Umdrehung bei fN |
ohne Tragheitsmoment des Rotors mit Tragheitsmoment des Rotors |
Index k ML/MN | Uind Drehzahl f f/fN wi(k) f(k) [rpm] f(k)/fN  Jw(k)=a* Ul-b* ML+ c* w(k-1)
-1 0 0 0,00 Startbedingung: Stillstand |
0 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 45,91 438 0,15
1 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 86,65 827 0,28
2 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 122,82 1173 0,39
3 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 154,92 1479 0,49
4 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 183,42 1751 0,58
5 0,5 1,500 19,50 3900 1,3 208,71 1993 0,66

Ubung 1.5: Modifizieren Sie die Tabellenkalkulation aus Ubung 1.4 so, dass das Tragheitsmoment des
Rotors bertcksichtigt wird. Verwenden Sie hierzu Gleichung (1.3). Welchen Einfluss hat das
Tragheitsmoment des Rotors auf Lastspriinge? Hinweis: Verwenden Sie die Konstanten k und k2, die
sich in der Tabellenkalkulation numerisch leicht berechnen lassen. Ersetzen Sie die Ableitung w‘ durch
die Differenzengleichung w‘ = Aw /At = (w(k) - w(k-1)) /At. Formen Sie die Gleichung nach w(k) um.
Verwenden Sie eine Grafik zum Vergleich mit Ubung 1.4.

Folgende Abbildung zeigt eine mit Hilfe eines Programms zur Tabellenkalkulation erzeugte
Grafik. Hierbei wurden die Kennzahlen des Motors aus Ubung 1.1 verwendet. Fest vorgegeben
wurden: Uy = Un =24V, At = 0,01 s (d.h. zwei Messwerte pro Umdrehung), Startbedingung: Stillstand
(bei Index k = -1 wurde w(-1) = 0 vorgegeben). Das Lastprofil M(k) wurde abhangig vom Index K in
drei Stufen vorgegeben, wie im unteren Teil der Abbildung zu erkennen ist.

S. Rupp, 2015 T2ELG2004 8/59




Regelungstechnik
mhi DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg
Stuttgart

ohne Tragheitsmoment Drehzahl f (rpom)

) -

Sollwert

mit Tragheitsmoment

Anlauf aus dem Stillstand

Ur = Un

Drehzahl f/fn

. :

Lastmoment M/My

Ur = Un

Bild 1.4 Verhalten des Motors bei wechselnder Last (aus dem Modell berechnet)

Wie man aus der Abbildung erkennt, startet der Motor aus dem Stillstand mit halber Last (M/
Mn= 0,5. Nach dem Anlaufen erhoht sich die Drehzahl Gber den gewlinschten Sollwert (Nenndrehzahl)
hinaus. Die Last springt dann auf den Wert der Nennlast (M/Mn=1). Die Drehzahl erreicht unter dem
Einfluss der Tragheit des Rotors den Sollwert. Anschliessend sinkt die Last auf 0,8 Mn, wodurch sich
die Drehzahl wiederum erhoht. Die Drehzahlschwankungen bewegen sich bei diesem Motor im
Bereich von 30% bei Lastschwankungen von 50%.

1.1. Regelung

Mochte man die Drehzahl genauer bzw. ohne Kenntnis der Regelstrecke einstellen, ist eine
Messung der tatsadchlichen Drehzahl erforderlich. Ein Drehgeber liefert die aktuelle Drehzahl. Die
Abweichung vom vorgegebenen Sollwert wird durch einen Regler minimiert. Der Regler wirkt hierzu
auf das Stellglied solange ein, wie sich die Regelabweichung reduzieren lasst.

Kennzeichen eines Regelkreises ist die Riickkopplung: der gemessene aktuelle Wert wird mit
dem Sollwert verglichen. Die Abweichung dient als Kriterium fir das Einwirken des Reglers. Folgende
Abbildung zeigt eine mogliche Erweiterung der Steuerung zu einer Regelung der Drehzahl.

Drehgeber Last
Regelung U, I——
F Y F Y
Drehzahl
Istwert

Sollwert

Bild 1.5 Erweiterung der Steuerung zu einer Regelung
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Die Regeleinrichtung bewertet die Abweichung der Drehzahl vom gewiinschten Sollwert und
wirkt Uber das Stellglied auf den Motor ein, indem sie die bisher konstant gehaltene Ankerspannung in
geeigneter Weise verstellt. In der Praxis wirde man flr eine digitale Regelung die Ankerspannung
durch Pulsweitenmodulation verstellen, also ein digitales Schaltelement als Stellglied verwenden. Das
Prinzip ist jedoch gleich. In der Regelungstechnik sind fur Regelkreise die in folgender Abbildung
gezeigten Begriffe gebrauchlich.

l Last (Stoérgrofle)

e(k) Uy Drehzahl
Sollwert | Regler » Stellglied »  Motor N
- Messpunkt
~__ 7
Istwert Regelstrecke
Regeleinrichtung

Bild 1.6 Regelkreis

Der Motor bildet die Regelstrecke. Die wechselnde Last ist nicht voraus kalkulierbar und wirkt
daher als StoérgrdoBe auf die Regelstrecke ein. Der Messpunkt, die Bildung der Differenz aus Sollwert
und Istwert, sowie der Regler gehdren zur Regeleinrichtung. Unter dem Regler wird der Teil
verstanden, der auf die Regelabweichung reagiert und auf das Stellglied einwirkt. In der Abbildung
wird die Ruckkopplung in Form der Regelschleife deutlich.

1.2. P-Regler

Fir den Regler ist nun zu definieren, in welcher Weise er auf die Regeldifferenz (die
Abweichung des gemessenen Istwertes vom Sollwert) reagieren soll. Im einfachsten Fall soll fur die
Drehzahlregelung bei einer Abweichung von der Solldrehzahl die Ankerspannung proportional zur
Regelabweichung angehoben oder gesenkt werden. In diesem Fall spricht man von einem
Proportionalregler, kurz: P-Regler.

Den P-Regler kann man durch den Faktor beschreiben, mit dem er die Regelabweichung
bewertet. Der P-Regler lasst sich also durch folgende Gleichung beschreiben:

ur(k) = Kp * e(k) (1.4)

Hierbei bezeichnet e(k) die Regeldifferenz, Kp den Proportionalitatsfaktor des Reglers, und
ur(k) die AusgangsgrdéBe des Reglers. In dieser normierten Schreibweise ist die AusgangsgréBe ur(k)
= 0, wenn der Sollwert erreicht ist. Auf positive Regeldifferenzen (Istwert kleiner als Sollwert) reagiert
der Regler mit positivem Ausgangssignal, er mdchte den Istwert also nach oben treiben. Umgekehrt
reagiert er auf negative Regeldifferenzen (Istwert Uberschreitet den Sollwert) abschwachend auf die
Regelstrecke.

In der normierten Schreibweise ist der Reglerausgang gleich Null, wenn der Istwert auf Soll ist
(Regeldifferenz gleich Null). Im Falle der Drehzahlregelung soll in diesem Fall die Ankerspannung
gleich der Nennspannung sein. Die StellgréBe U1(k) errechnet sich also aus folgender Gleichung.

U1(k) =Kp * e(k) +Un (1.5)
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Ubung 1.6: Ergénzen Sie Ihr Modell der Regelstrecke in der Tabellenkalkulation um den Regler.
Wabhlen Sie fir Kp einen geeigneten Wert. Vergleichen Sie das Verhalten der Regelstrecke mit Regler
mit dem Verhalten ohne Regler aus Ubung 1.5. Hinweis: Am einfachsten kopieren Sie das Arbeitsblatt
der Steuerung in ein neues Arbeitsblatt Regelung. So bleibt Ihnen die ungeregelte Strecke erhalten.
Fiar den Regler ergénzen Sie eine Spalte fur die Regeldifferenz e(k), sowie eine Spalte fur den Regel-
algorithmus gemé&B Gleichung (1.5). Verwenden Sie eine Grafik.

Folgende Abbildung zeigt das Verhalten der Regelstrecke mit dem P-Regler. Wahrend bei
halbem Lastmoment die ungeregelte Strecke (siehe Abbildung 1.4 unten) eine Abweichung von ca
30% zeigte, ist diese Abweichung mit dem gewahlten Proportionalitdtsfaktor des Reglers deutlich
geringer. AuBerdem schwingt die Regelstrecke deutlich schneller auf Lastadnderungen ein. Einsatz des
Reglers verbessert die Einhaltung der Sollfrequenz und das Zeitverhalten deutlich. Allerdings erkennt
man auch, dass der P-Regler Abweichungen vom Sollwert nicht ausregelt.

1,2
P-Regler: schnell

1 T e

06 = ML/MN
ur(k) = Ke*e(k) “re(k)

0.4 f(K)/FN
Ke=24V

U1(k) = ur(k) + Uy

-0,2

Bild 1.7 Drehzahlregelung mit P-Regler

Das in der Abbildung oben gezeigte Verhalten des Reglers ist in Bezug auf folgende Anwen-

dungsfélle interessant:

. Fuhrungsverhalten: Wie folgt der Regelkreis Anderungen der FiihrungsgréBe? Die
FlhrungsgréBe ist in diesem Beispiel die durch den Sollwert vorgegebene gewiinschte
Drehzahl (Frequenz fs). Die FlhrungsgréBe é&ndert sich im abgebildeten Fall beim
Einschalten: Sie folgt einer Sprungfunktion (im abgebildeten MaBstab fs/fn dem
Einheitssprung). Die Drehzahl des Regelkreises schwingt sich nach dem Einschalten
ohne Uberschwinger etwas oberhalb des gewiinschten Wertes ein. Bei einer Regelung
auf einen festen Wert der FUhrungsgroBe ware das Fihrungsverhalten hiermit
beschrieben. Bei einer Folgeregelung (variable FihrungsgréBe, hier: Vorgabe einer
variabel einstellbaren Drehzahl) beschreibt das Fuhrungsverhalten die Gite, mit der der
Regelkreis den Vorgaben folgt.

. Stérungsverhalten: Wie kompensiert der Regelkreis Anderungen der StérgréBe? In der
Abbildung spielt die variable Last die Rolle der StérgroBe. Das Stérungsverhalten
beschreibt, wie gut der Regelkreis Lastwechsel ausregelt. Das Stérungsverhalten zeigt
sich in der Abbil-dung also an den Lastwechseln, wobei die FihrungsgrdéBe hierbei
konstant gehalten wurde.
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In Gleichung (1.4) wurde der Regelalgorithmus des P-Regler in zeitdiskreter Schreibweise
angegeben, so wie man ihn bei einer digitalen Regelung programmieren wirde. Zur Erlduterung der
Funktionsweise ist die Darstellung im Zeitbereich hilfreich.

ur(t) = Kp * e(t) (1.6)

In dieser Darstellung lasst sich der P-Regler als System interpretieren, das aus der Eingangs-
gréBe e(t) die AusgangsgréBe ur(t). Das System lasst sich im Zeitbereich z.b. beschreiben durch
seine Impulsantwort oder Sprungantwort. Dem System ldsst sich mit Hilfe der Laplace-Trans-
formation eine Ubertragungsfunktion G(s) zuordnen. Folgende Abbildung zeigt die Sprungantwort und
die Ubertragungsfunktion des P-Reglers.

Regel- Regler- | Ubertragungsfunktion
differenz ausgangs- | |
groBe
GR - Kp
et) —— Gr [—> UR(t)

Regler Sprungantwort
ur(t) = Kp * e(t)

ur(k) = Kp * e(k)

Bild 1.8 P-Regler als System mit Sprungantwort und Ubertragungsfunktion

In diesem einfachen Fall wéare die Impulsantwort des Systems ugri(t) = Kp * &(t). Die Laplace-
Transformation der Impulsantwort ergibt als Ubertragungsfunktion Gr(s) = Ke, den Proportionalitéts-
faktor des Reglers. Wie man dem Regelalgorithmus entnimmt, folgt der Regler einem Einheitssprung
Eingang ebenfalls proportional mit Kp (siehe Sprungantwort).

1.3. I|-Regler

Beim I-Regler deutet der Name auf eine Integration hin (als sogenanntes Integrations-Glied
bzw. kurz I-Glied in einer Signalkette). Integriert wird hierbei die Regeldifferenz Uber der Zeit. Der
Regler lasst sich durch folgende Gleichung beschreiben.

ur(t) =K *fe(t) dt mit T = 0 bis t (1.6)

Der Regler summiert (integriert) die Regelabweichungen aus der Vergangenheit bis zum Zeit-
punkt 1=t und bewertet diese Fehlersumme mit der Reglerkonstanten K. In zeitdiskreter Schreibweise
ersetzt man das Differenzial dt durch das Abtastintervall At. Das Integral ber den Abtastwerten e(k)
ist die Summe der Abtastwerte. Er ergibt sich folgende Gleichung fir den I-Regler.

ua(k) =K * At* Ze() miti=0, ..,k (1.7)

Ubung 1.7: Ergénzen Sie in lhrer Tabellenkalkulation den I-Regler. Wahlen Sie den Reglerkoeffizien-
ten Ki in geeigneter Weise und testen Sie den Regler an der Regelstrecke. Vergleichen Sie das
Regelverhalten mit der ungeregelten Strecke und mit dem P-Regler. Hinweis: Ergénzen Sie einfach
den P-Regler um eine zusatzliche Spalte fir den I-Regler. Verwenden Sie eine Grafik.
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Beim I|-Regler wirken Regelabweichungen wegen der Integration dauerhaft auf das Regel-
verhalten. Auf diese Weise regelt der |-Regler Regelabweichungen aus. Ein Vergleich mit dem P-
Regler zeigt aber auch, dass der I-Regler deutlich langsamer reagiert. Folgende Abbildung zeigt einen
Testlauf mit den in der Abbildung genannten Reglerparametern.

2
) I-Regler: regelt aus
1 [sewwennnweeeay)
/ I aML/MN
05 . “elk)
ur(k) = Ki* At * Z e(k) fik)/iN
o F 53 63 A5 A2 £9 U1 24 7S 7 M EL &5 2% &/ 89 B2 935 35 97 99101
s K *At=3,6V

U1(k) = ur(k) + Un

Bild 1.9 Drehzahiregelung mit I-Regler

Wenn man den |-Regler als System interpretiert, kann man ihn ebenfalls durch seine Ubertra-
gungsfunktion und Sprungantwort beschreiben. Das Abbild der Integration im Laplace-Bereich ist der
Quotient 1/s. Insgesamt erh&lt man also fiir die Ubertragungsfunktion Gg(s) = Ki /s. Die Sprungantwort
ermittelt man aus Gleichung (1.6) als Gerade mit der Steigung Ki * dt, bzw. in zeitdiskreter Form aus
Gleichung (1.7) zu Ki * At.

. Regel- Regler- | | Ubertragungsfunktion
| differenz ausgangs- | |
i gré3e
Gr(s)=Ki/s
et) ——{ Gr —> Uur(l)
Regler I Sprungantwort |
ur(t) =Ki*fe(t)dr, T=0Dbist K+ At o
P —
ur(k) = Ki* At* Ze(i), i=0,...,k P ol 1 R

Bild 1.10 I-Regler als System mit Sprungantwort und Ubertragungsfunktion

1.4. Pl-Regler

Ein Vergleich der beiden Regler zeigt, dass P-Regler schnell und wirkungsvoll reagieren, aber
nicht ausregeln. I-Regler regeln aus, sind allerdings langsam. Ein nahe liegender Gedanke ist es
daher, beide Eigenschaften zu einem PI-Regler zu kombinieren. Kombination der Regelalgorithmen
ergibt folgende Gleichungen fiir den kontinuierlichen und zeitdiskreten Fall.

m(t) =Ke *e(t) +Ki*[e(t)dt mit T = 0 bis t (1.8)

m(k) = K * e(k) +Ki * At* Ze(i) miti=0, ..., k (1.9)
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Beide Regler wirken also in Abhangigkeit der Regeldifferenz und addieren ihre Wirkung. In
einem Blockschaltbild hatte man also einen P-Regler und I-Regler parallel betrieben, deren Ausgange
sich zur Ausgangsgré8e m addieren.

Ubung 1.8: Ergénzen Sie in |hrer Tabellenkalkulation den PI-Regler. Vergleichen Sie das
Regelverhalten mit der ungeregelten Strecke, dem P-Regler und dem I-Regler.

Folgende Abbildung zeigt einen Testlauf des kombinierten Reglers. Hierbei wurden die Regler-
parameter unverandert Ubernommen, lediglich die Regelalgorithmen geméaB Gleichung (1.9)
kombiniert. Es zeigt sich, dass sich tatséchlich die positiven Eigenschaften beider Regler kombinieren:
Der PI-Regler reagiert wirkungsvoller und etwas schneller als der |-Regler. Im Unterschied zum P-
Regler regelt er aus.

14

" PI-Regler: regelt schneller aus

1 SRR T T T T E T
08 S.HI”..,X”...””.

“ML/MN
“=e(k)
f(k)/FN

0,6

0,4

0,2

ur(k) = Ke*e(k) + Ki* At * 5 e(k)

Ke=24V, K *At=36V
U1(k) = ur(k) + Un

-0,2

-0,4

Bild 1.11 Drehzahlregelung mit Pl-Regler

Ubung 1.9: Beschreiben Sie die Ubertragungsfunktion und die Sprungantwort des PI-Reglers.

Zusétzlicher D-Anteil

Um die Regelung noch etwas zu beschleunigen, kdnnte man aus der Regeldifferenz e(t) einen
Trend antizipieren und somit vorausschauend auf die Regelstrecke einwirken. Ein Trend der Funktion
e(t) entspricht mathematisch der Ableitung der Funktion, also e‘(t) = de(t) / dt. Zusammen mit diesem
differentiellen Anteil (D-Anteil) ergibt sich aus dem PI-Regler ein sogenannter PID-Regler. Folgende
Abbildung zeigt die Regelkriterien fir den in Abbildung 11 dargestellten Ablauf.
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Regelkriterien:

Regeldifferenz e(k),

Summenfehler Z e(i),

\ Trend e(k) - e(k-1) o)

. et . Trend e'(k)= e(k)-e(k-1)

Bild 1.12 Regelkriterien

Der P-Regler reagiert unmittelbar auf die Regelabweichung e(k). Der Summenfehler X e(i) als
Integral der Regelabweichung sorgt fir das nachhaltige Ausregeln bei verbleibenden Regeldifferen-
zen. Die Trendkurve e(k) - e(k-1) antizipiert den Verlauf der Regelabweichung: Beim Anfahren und bei
den folgenden Lastspriingen verstéarkt sie den proportionalen Anteil unmittelbar nach dem Last-
wechsel.

1.5. PID-Regler

Der D-Anteil des Reglers verwendet als Regelkriterium ist der Trend e‘(t) = de(t)/ dt als zeitliche
Ableitung der Regeldifferenz. Dieser Anteil ist mit dem Reglerparameter Ky zu bewerten. Insgesamt
erhalt man fir den PID-Regler also folgende Gleichungen.

ur(t) = Kp * e(t) +Ki*fe(t) dT + Kq de(t)/dt mitt=0bist (1.10)

ur(k) = Kp * e(k) + Ki * At* Ze(i) + (Ka/ At) * (e(k)-e(k-1)) miti=0, ...k (1.11)

Ubung 1.10: Ergénzen Sie den PI-Regler in Ihrer Tabellenkalkulation um einen D-Anteil zu einem PID-
Regler. Testen Sie den Regler.

Folgende Abbildung zeigt einen Testlauf, wobei die bisherigen Reglerparameter beibehalten
wurden. Das Regelverhalten weicht mit den gewéhlten Parametern und dem gewahlten Lastprofil nur
unerheblich vom PI-Regler ab.

14

. PID-Regler: 3 Parameter zu stellen

1 SRR E T T T T T T
08 ‘&Im

06 ur(k) = Ke*e(k) + Ki* Al * 5 e(k) + (Kd / At) * (e(k)-e(k-1)) = ML/MN
o Ko=24V, K *At=36V,Ks/At=36V N
°,: U1(k) = ur(k) + Uy

04
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Bild 1.13 Drehzahlregelung mit PID-Regler

Das Reglerverhalten Uberrascht mit Blick auf die Regelkriterien (Fehler, Summenfehler und
Fehlertrend) der einzelnen Anteile nicht. Der Fehlertrend gibt bei den Lastspriingen nur punktuell
einen Beitrag. Allerdings ist auch unverkennbar, das mit den gewdhlten Reglerkoeffizienten der
integrative Anteil Uberwiegt. Die Koeffizienten K,, Ki und Kq wichten die in Abbildung 1.12 gezeigten
Regelkriterien. Die Wahl geeigneter Koeffizienten, d.h. in der Einstellung der Reglerparameter, ist die
wesentliche Aufgabe in der Regelungstechnik.

Wegen der durch den Regelkreis gegebenen Rickkopplung kann bei ungiinstiger Wahl der
Reglerparameter der Regelkreis instabil werden. AuBerdem sind die StellgréBen in einem realen
System nur innerhalb vorgegebener Grenzen veranderbar. In diesem Fall ist die Ankerspannung des
Motors zu beachten. Mit den gewdahlten Parametern des P-Anteils und D-Anteils ist diese beim
initialen Lastsprung zu hoch. Im realen Fall wirde man den Motor mit Hilfe einer Vorsteuerung erst auf
Nenndrehzahl hochfahren (Ankerspannung wie in Abschnitt 1.1 festlegen), bevor man den Regler
aktiviert. Kriterien zur Einstellung der Reglerparameter werden in Kapitel 2 im Zusammenhang mit
einer realen Regelstrecke vorgestellt.

1.6. Ubertragungsfunktion

Fir die Regelstrecke sei eine Ubertragungsfunktion Gs angenommen. Durch Hinzufligen des
Reglers und des Regelkreises erhalt man die in folgender Abbildung gezeigte Struktur. Hierbei sei Gr
die Ubertragungsfunktion des Reglers. Der Regelkreis verdndert das Verhalten des Regelstrecke. In
welcher Weise die Regelung das Verhalten beeinflusst, zeigt sich durch Vergleich der
Ubertragungsfunktion der Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion des geregelten Systems.

Gs Gr Gs

U — Regelstrecke —> Y w Regler Regelstrecke y

Bild 1.14 Vergleich der ungeregelten mit der geregelten Strecke
Die Ubertragungsfunktion eines Systems ist als Verhdltnis des transformierten Ausgangssignals
zum Transformierten Eingangssignals definiert. Am Ausgang des Regelkreises erhélt man:
Y(s) = (W(s) - Y(s)) Gr(s) Gs(s) (1.12)

Nach Umformung erhélt man als Ubertragungsfunktion des Regelkreises aus dem Verhaltnis
Y(s) zu W(S):

G(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)) (1.12)

Die Einflihrung des Regelkreises hat also erheblichen Einfluss auf die Ubertragungsfunktion
des geregelten System im Vergleich zur ungeregelten Regelstrecke. Die durch Gleichung (1.3)
beschriebene Regelstrecke hat eine Ubertragungsfunktion der Form:

Gs(s)=a/(1 +bs) (1.13)

Im einfachsten Fall wird die Strecke durch einen P-Regler mit der Ubertragungsfunktion Gr = Kp
geregelt. Fir die Ubertragungsfunktion des geregelten Systems erhalt man dann:
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G(s)=Kpa/(1+Kpa+bs) (1.14)

Ubung: 1.11: Berechnen Sie die Koeffizienten a und b der Regelstrecke aus Gleichung (1.13) in
Abhéangigkeit der Konstanten in Gleichung (1.3) unter der Annahme M_=0.

Ubung 1.12: Berechnen Sie die Polstellen der Ubertragungsfunktionen der ungeregelten Strecke nach
Gleichung (1.13), sowie die Polstellen der geregelten Strecke nach Gleichung (1.14). Berechnen Sie
die konkreten Werte der Polstellen fir die Kennzahlen und Reglereinstellung aus Abschnitt 1.2.
Welchen Einfluss hat der Regler?

1.7. Einfluss des Reglers auf die Ubertragungsfunktion

Das Beispiel zeigt, dass sich durch den Einfluss des Reglers die Polstellen der Ubertragungs-
funktion gegenlber dem ungeregelten System verschieben. Mit den Werten aus Abschnitt 1.2 ergibt
sich folgendes Bild. Fiir den ungeregelte Motor im Leerlauf erhlt man die Ubertragungsfunktion:

Gs(s) =3,33/(1+0,08 s) (1.15)

Hierbei wurde als EingangsgrdéBe die Ankerspannung U1 in V gewahlt, als AusgangsgréBe die
Frequenz f in Hz (nicht die Kreisfrequenz w = 2 it f). Fir den Regler wurde in Abschnitt 1.3 der relative
Fehler e'(t) = (fs - y(1)) /fs verwendet. Bei Verwendung des absoluten Wertes der Frequenz f als
Ausgangssignal y(t) = f(t) ist die Regeldifferenz e(t) = fs - y(t). Der zugehoérige Reglerparameter Kp
errechnet sich dann aus dem in Abschnitt 1.5 verwendeten Parameter K'p zu Kp = K'p /50 Hz fiir die
gewiinschte Solldrehzahl fs. Unter diesen Voraussetzungen errechnet sich die Ubertragungsfunktion
des geregelten Systems zu:

G(s)=1,6/(2,6 +0,008 s) =0,615/ (1 + 0,03 s) (1.16)

Berechnet man die zugehdrigen Polstellen, so ergibt sich im ersten Fall ein Pol bei s =- 1/ 0,08
=-12,6. Im zweiten Fall erh&lt man eine Polstelle bei s = -1/ 0,03 = -32,9. Der Einsatz des Reglers hat
den Pol der ungeregelten Strecke weiter nach links in der komplexen Ebene verschoben.

Wie man sich vielleicht aus der Systemtheorie erinnert, liefern die Pole p der Ubertragungs-
funktion im Zeitbereich Beitradge der Form e?t. Man kann die Faktoren vor s in den Gleichungen (1.15)
und (1.16) daher auch unmittelbar als Zeitkonstanten T verstehen im Sinne von et = et't,

1,200

1,000

=g -k At/0,08
e -k At/0,03

0,800

0,600

0,400

0,200

0,000 : :
012 3456 7 8 95101112131415161718192021222324

Bild 1.15 Einfluss des Reglers auf das Einschwingverhalten

Aus dieser Perspektive ist die Wirkung des Reglers unmittelbar einleuchtend: Die ungeregelte
Strecke hat eine Zeitkonstante T von 0,08 Sekunden. Bezogen auf die Dauer eine Umdrehung von fs =
20 ms bei Solldrehzahl bzw. auf das in Abschnitt 1.5 verwendete Intervall von At = 10 ms zwischen
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den Messpunkten vergehen also ca. 4 Umdrehungen bzw. 8 Messpunkte innerhalb der Anstiegszeit T
= 0,08. Der Einsatz des Reglers verringert die Anstiegszeit auf 0,03 Sekunden. Die Abbildung oben
gibt den Verlauf beider Beitrdge wieder, wobei als Zeitintervall zwischen dem Messwerten At = 10 ms
gewahlt wurde.

Ubung 1.13: Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Polstellen und dem Einschwingverhalten
(Sprungantwort) des Systems? Vergleichen Sie den geregelten Fall mit dem ungeregelten Fall.

Ubung 1.14: Wir kénnten Sie die Lage der Polstellen zur Auslegung des Reglerkonstanten Kp
verwenden? Welche Werte fir Kp sollten Sie vermeiden? Begriinden Sie lhre Entscheidung.

Ubung 1.15: Welche Bedeutung hat der Zahler der Ubertragungsfunktionen in den Gleichungen (1.15)
und (1.16)? Vergleichen Sie die ungeregelte Strecke mit der geregelte Strecke im eingeschwungenen
Zustand. Hinweis: Verwenden Sie die Grenzwertsatze der Laplace-Transformation. Wohin bewegt sich
die Variable s in der Ubertragungsfunktion fiir t—+%? Wohin bewegt sich die Variable s in der
Ubergangsfunktion fiir t—+? Welcher Fall hat im eingeschwungenen Zustand die geringere
Abweichung vom Sollwert?

2. Drehzahlregelung mit PID Regler

In diesen Abschnitt soll ein Gleichstromantrieb als reale Regelstrecke durch einen digitalen
Regler mit vorgegebener, konstanter Drehzahl betrieben werden. Der Regler wird als Software auf
eine, Mikrocontroller realisiert. Die Regelstrecke enthélt den Motor mit Drehgeber. Der Regel-
algorithmus soll auf dem Regler fir minimalen Rechenaufwand optimiert werden. Zur Einstellung der
Reglerparameter werden Regeln vorgestellt, die sich unmittelbar in der Realitat Gberprifen lassen.

2.1. Regelstrecke mit Regler

Die Regelstrecke ist auf einer Motorbaugruppe untergebracht. Der Aufbau entspricht dem des
Laborversuchs fur analoge Regler (mit Operationsverstarker). Hier soll jedoch der Regler mit Hilfe
eines Mikrocontrollers realisiert werden. Die Motorbaugruppe enthélt einen Drehgeber zur Messung
der RegelgréBe. Als Stellglied wird ein Leistungsverstarker verwendet, der sich Uber Pulsweiten-
modulation ansteuern lasst. Folgende Abbildung zeigt den prinzipiellen Aufbau.

;Mikrocontroller ¢ U, '
: - Drehgeber Last
Regelung [— E— K U, =
.
. . GND Motorbaugruppe '
Sollwert Istwert Drehzahl

Bild 2.1 Aufbau der Drehzahlregelung mit Mikrocontroller
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Somit bendtigt die SPS nur digitale Eingdnge und Ausgénge. Damit die Pulsweite nicht direkt
vom Prozessor (CPU) der SPS erzeugt werden muss, wird ein Baustein verwendet, der zu einem
gegebenen Wert eigenstandig ein pulsweitenmoduliertes Signal erzeugt. Der gegebene Wert wird von
der vom Regler direkt als PWM-Signal an einen Motortreiber gegeben.

Ubung 2.1: Erstellen Sie ein Konzept fiir die Regelung. Hierzu z&hlt die Vorgabe der Ankerspannung
Uber Pulsweitenmodulation (PWM), sowie das Einlesen der Messwerte des Drehgebers. Dokumen-
tieren Sie Ihr Konzept. Hinweis: Unterlagen tGber den Motor mit Drehgeber (Regelstrecke), den
Controller (Arduino UNO), sowie den Motor-Treiber (Arduino Motor-Shield) finden Sie in Anhang E.

2.2. Regelalgorithmus

Der Regler soll als PID-Regler ausgefiihrt werden. Gleichung (2.1) beschreibt den Regel-
algorithmus im zeitkontinuierlichen Fall. Gleichung (2.2) beschreibt den Algorithmus im zeitdiskreten
Fall, wobei At das Abtastintervall bezeichnet.

Ur(t) = Kp * e(t) +Ki*fe(t) dT + Kq de(t)/dt mitT=0bist (2.1)
ua(k) = Kp * e(k) + Ki * At* Ze(i) + (Ka/ At) * (e(k)-e(k-1)) miti=0, ...k (2.2)

Bei der Realisierung als digitaler Regler wird der Algorithmus in einer Programmschleife
zyklisch ausgefiihrt. Um den Rechenaufwand bzw. die Laufzeit auf dem Regler zu reduzieren, lasst
sich der Algorithmus in folgenden Punkten optimieren: (1) rekursive Berechnung der Fehlersumme
2e(i), (2) die Division durch eine Multiplikation ersetzen, (3) die Anzahl der Operationen reduzieren.
Durch Umformen erhéalt man einen vereinfachten Algorithmus der Form:

ur(k) = ur(k-1) + go e(k) + g1 e(k-1) + g2 e(k-2) (2.3)

Hierbei bedeuten

qo=Kp + K * At + (Kq/ At) (2.4)
qr=-Kp-2* (Ka/ At) (2.5)
gz = (Ka/ At) (2.6)

Ubung 2.2: Priifen Sie die Korrektheit von Gleichung (2.3) in Bezug auf Gleichung (2.2).

Ubung 2.3: Programmieren Sie den Regelalgorithmus auf Ihrer SPS. Testen Sie den Algorithmus an
der Regelstrecke.

2.3. Einstellung der Reglerparameter

Zum Einstellen der Reglerparameter gibt es unterschiedliche Methoden. Ein guter Startpunkt ist
die ungeregelten Strecke, d.h. alle Reglerparameter sind zunachst auf Null. Dann lasst sich z.B. durch
Probieren eine gunstige Reglereinstellung finden. Hierzu erhéht man zunéchst den proportionalen
Anteil Kp, bis die Dadmpfung des Systems schlecht wird. AnschlieBend erhéht man den I-Anteil. Dann
ware zu probieren, ob ein D-Anteil die Strecke stabilisiert.

Neben der Methode des Probierens kann man auch einschlagige Einstellregeln verwenden, wie
z.B. die Einstellregeln nach Ziegler/Nichols. Nach diesem Verfahren wird ausgehend vom Startpunkt
Null zun&chst der Kp-Anteil so weit erhdht, bis das System ins Schwingen gerét, d.h. in einen
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kritischen Zustand. Diese Reglereinstellung wird als Kkit erfasst, sowie die Periodendauer Tkit der
Schwingung. Als Reglereinstellungen verwendet man dann: Kp = 0,6 Kit, Ki = 1,2 Kkiit/Tkit und Kg =
0,075 Kkrit*Twit. Das Verfahren von Ziegler-Nichols setzt voraus, dass man die Regelstrecke in einen
kritischen Zustand fahren darf.

Die Einstellung der Reglerparameter sind natirlich abhéngig von den Eigenschaften der
Regelstrecke. Fir unterschiedliche Strecken finden sich in der Literatur Vorschldge fur gunstige
Reglereinstellungen. Ist die Strecke bekannt, kann man jedoch mit Hilfe der Ubertragungsfunktion des
geregelten Systems selber ginstige Reglereinstellungen ableiten, z.B. durch Vorgabe der gewlnsch-
ten Zeitkonstanten bzw. der Lage der Pole.

Ubung 2.4: Optimieren Sie die Einstellung lhrer Reglerparameter nach lhren Vorstellungen.
Untersuchen Sie das Fiihrungsverhalten und Stdrverhalten Ihres Reglers.

2.4. Stabilitat

Wie in Abbildung 1.14 in Abschnitt 1 gezeigt, entsteht durch die Einfihrung des Regelkreises
eine Rickkopplung (engl. feed back). Wenn diese Riickkopplung zu einer Mitkopplung wird, gerat das
geregelte System ins Schwingen. Dieser Effekt ist von Veranstaltungen bekannt, wenn ein Mikrophon
in die Nahe eines Lautsprechers gerét. Die Ubertragungsfunktion des Regelkreises betréagt

G(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)) (2.7)

Hierbei bedeutet Gs(s) die Ubertragungsfunktion der Strecke, und Gr(s) die Ubertragungs-
funktion des Reglers. Aus der Lage der Pole der Ubertragungsfunktion Iasst sich die Stabilitit des
Systems ableiten. Gibt es Pole in der rechten komplexen Halbebene, so ist das System instabil. Die
Wahl der Reglerparameter ist also so zu wéhlen, dass es solche Pole nicht gibt.

Haben alle Pole der Ubertragungsfunktion negative Realteile, so ist das System asymptotisch
stabil, d.h. es schwingt sich auf einen stabilen Zustand ein. Je weiter die Pole der Ubertragungs-
funktion in der linken Halbebene von der imagindren Achse entfern sind, desto geringer sind die
zeitkonstanten und desto héher ist die Dampfung des Systems.

Ist der Realteil eines Poles gleich Null, so ist das System ungedédmpft. Ein Beispiel hierfir wére
ein idealer Schwingkreis (mit einem konjugiert komplexen Polpaar auf der imagindren Achse). Ein
solches System bezeichnet man als grenzstabil. Pole mit positivem Realteil bedeuten, dass das
System sich aufschwingt, also instabil ist. Zu den instabilen Systemen rechnet man auch die
grenzstabilen Systeme.
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3. Ubungen

3.1. Mechanisches System

In der Regelungstechnik interessiert vor allem das zeitliche Verhalten eines Systems: Was
geschieht, wenn man die EingangsgréBe des Systems &ndert? Wie aus der Physik bekannt, lassen
sich Systeme sich durch Gleichungen bzw. Differenzialgleichungen beschreiben.

Folgende Abbildung zeigt ein mechanisches Pendel, bestehend aus einer Masse m und einer
Feder mit der Federkonstanten k. Der Bezugspunkt sei dabei so gewahlt, dass y = 0 den Ruhepunkt
des Pendels beschreibt.

—
y(t) 4 Zeitverhalten in Abhéngigkeit
vom Startwert?
K
> f
I y(t)

Frage 3.1.1: Beschreiben Sie das zeitliche Verhalten des Systems durch eine Gleichung. Hinweis:
Gehen Sie davon aus, dass (1) die Kraft F die Masse m beschleunigt (F = m a), (2) dass diese
Kraft um die Federkonstante k proportional zur Auslenkung y der Masse ist (F = k y).

Lésung: Aus der Summe der Krafte (Maschenregel der Mechanik) folgt

ma+ky=0 (3.1.1)
Die Beschleunigung a(t) entspricht hierbei der 2. Ableitung der Auslenkung y(t):

a(t) = y(t) (3.1.2)
Somit erhélt man die Differenzialgleichung

y(t) + k/my(t) =0 (3.1.3)

Frage 3.1.2: Welche Lésungen hat die in 3.1.1 erstellte Differenzialgleichung? Beschreiben Sie das
zeitliche Verhalten in Abhangigkeit der initialen Auslenkung y(0) = yo (Startwert).

Lésung: Man kann zeigen, dass Differenzialgleichungen der Form

y(t) + wo? y(t) =0 (3.1.4)
harmonische Schwingungen der Form

y(t) = ¥ sin(wot+do) (3.1.5)

als Lésung haben. Zweimaliges ableiten von (3.1.5) und einsetzen in (3.1.3) zeigt die Gltigkeit
des Lésungsansatzes. Die GrdoBe wo beschreibt die Eigenschwingung des Systems.

3.2. Energiespeicher im mechanischen System

Die Energie des ungedédmpft schwingenden Systems ist konstant. Die Energie ergibt sich aus
der Summe der kinetischen Energie und potentiellen Energie. In den Nulldurchgéngen ist das Pendel
am schnellsten, hat also die gréBte kinetische Energie. Da die Nulldurchgdnge dem Ruhepunkt der
Feder entsprechen, ist hier die potentielle Energie gleich Null. An den Umkehrpunkten ist die
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Auslenkung am gréBten und somit die potentielle Energie maximal. Da an den Umkehrpunkten die
Geschwindigkeit des Pendels Null ist, ist hier die kinetische Energie gleich Null.

Frage 3.2.1: Berechnen Sie die kinetische Energie Ex des mechanischen Systems aus Aufgabe 3.1.
Lésung: Ex=1/2ky(1)?2

Frage 3.2.2: Berechnen Sie die kinetische Energie Ep des mechanischen Systems aus Aufgabe 3.1.
Lésung: Ep=1/2mv2= 1/2my(t)?

Frage 3.2.3: Welcher Zusammenhang ergibt sich fur die Summe der Energien Ex + Ep?
Lésung: E=Ex+Ep=1/2Kky(t)2 +1/2 m y(t)2

Frage 3.2.4: Stellen Sie die Summe der Energien grafisch dar, indem Sie die Losung der Differen-
zialgleichung in die Gleichungen fiir die kinetische und potentielle Energie einsetzen.

Losung: E = 1/2 ky2 sin2(wot+do)+1/2 my2 w2 sin2(wot+do+T/2)

Einsetzen von m w? = k ergibt fiir beide Anteile der Energie gleiche Amplituden der GréBe E =
1/2 k ¥2. Fir den Verlauf beider Energieanteile ergibt sich das folgende Diagramm.

~

/
m
o
|
=
|
|
|
|

3.3. RC-Glied

Ein RC-Glied ist zwischen den Eingang u1 und den Ausgang uz geschaltet.

e
Uy u1l — A [ 9 T

A C A ]

Frage 3.3.1: Erganzen Sie die Stréme im Schaltbild. Erstellen Sie die Differenzialgleichung fur uz(t) in
Abhangigkeit von u(t). Wie lautet die Differenzialgleichung fiir den Fall, dass Ry » R ist (d.h.
ir1(t) vernachlassigt werden kann)?
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Lésung: Dem Schaltbild entnimmt man folgende Gleichungen:
uz(t) = ua(t) - Rii(t) (1)
i(t) =iri(t) +ic(t) @)

Die Stréme errechnen sich zu: ir1(t)=1/R4 uz(t), sowie ic(t) = C dux(t)/dt.

= |k

Einsetzen und Umformen nach uz(t) ergibt die Differenzialgleichung:
uz(t) = u1(t) - R/R1 uz(t) - RC duz(t)/dt
RC duz(t)/dt + uz(t) (1 + R/R1) = u1(t)
Far R1 » R vereinfacht sich die Gleichung zu:
RC duz(t)/dt + uz(t) = u1(t) (3.3.1)

Frage 3.3.2: Nennen Sie eine analytische Lésung der Differenzialgleichung. Zur Vereinfachung sei
angenommen, dass Ry » R ist (d.h. ir1(t) vernachlassigt werden kann).

Lésung: Eine Differenzialgleichung erster Ordnung der Form

yit) +ayt)=0 (3.3.2)
besitzen Lésungen der Form

y(t) =y(0) e (3.3.3)

wobei y(0) = yo den Startwert beschreibt. Die Losung beschreibt somit im Beispiel den Abkling-
vorgang bei aufgeladenem Kondensator. Der Nachweis lasst sich durch ableiten und einsetzen
erbringen. Gleichung (3.3.2) beschreibt den Fall ohne duBere Anregung des Systems, in diesem Fall
also ohne die Eingangsspannung ui(t).

Mit Berucksichtigung des Eingangssignals besitzt die Differenzialgleichung

y(t) +ay(t) =x(t) (3.3.4)
Lésungen der Form

y(t) =y(0) ed + [ ealtDx(T)dt mit T =0 bis t (3.3.5)

Zur sogenannten homogenen Ldsung (3.3.3) kommt nun in (3.3.5) ein sogenanntes Faltungs-
integral mit der EingangsgrdoBe x(t) dazu (die sogenannte partikuldre Lésung). Letzterer Ausdruck
beschreibt das durch die Wirkung der EingangsgréBe erzwungene Verhalten des Systems.

3.4. Numerische Lésung fiir das RC-Glied

Fuhrt man die Differenzialgleichung in den zeitdiskreten Fall Uber, so erhdlt man eine algebra-
ische Gleichung (Differenzengleichung). Diese Gleichung lasst sich numerisch mit geringem Aufwand
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I6sen. Fur den zeitdiskreten Fall wahlt man: t = k At, wobei At das Abtastintervall bezeichnet, und k
ein Index fur die Abtastwerte.

Frage 3.4.1: Diskretisieren Sie die Differenzialgleichung aus Aufgabe 3.3.1.
Lésung: Mit t = k At erhalt man:
y® O vy (kA =y(k).

Die Schreibweise wird so vereinfacht, dass man die konstanten Abtastintervalle At nicht explizit
mitfuhrt. Fir die Ableitung y(t) erhélt man somit

y(®) =dy(tydt O (y(k) - y(k-1)) / At.
Fir die Gleichung (3.3.4) ergibt sich:

y(® +ay(t) =x() (3.3.4)

(y(k) - y((k-1)) / At + a y(t) = x(k) (3.4.1)
Durch Umformen nach y(k) erhélt man die rekursive Gleichung

y(k) = y((k-1) /(1 +a At) + Atx(k) /(1 +aAt) (3.4.2)
Diese Gleichung hat die Form

y(k) = a1 y(k-1) + bx(k) (8.4.3)

Frage 3.4.2: Beispiel zur numerischen Lésung. Es seien R = 100Q und C = 1 mF. Lésen Sie die Diffe-
renzengleichung aus Frage 3.3.1 numerisch, z.B. mit Hilfe lhres Programms zu Tabellenkalku-
lation. Hinweis: Wahlen Sie als Abtastintervall At = 0,01 s. Geben Sie als Eingangssignal eine
Sprungfunktion bzw. einen Einheitsimpuls vor. Stellen Sie das Zeitverhalten als Diagramm dar.

Lésung: Ausgangspunkt ist
RC duz(t)/dt + uz(t) = u1(t) (3.3.1)
Durch Diskretisieren von duz(t)/dt O (u2(K) - uz(k-1)) / At und Einsetzen in (3.3.1) erhdlt man
RC (u2(Kk) - uz(k-1)) / At + uz2(k) = u1(k) (3.4.4)
Durch Umformen nach uz(k) erhalt man
uz(k) = aj uz(k-1) + b ui(k) (3.4.5)
mit a1= RC/At / (1+ RC/At) und b= 1/ (1+ RC/At). Beispiel zur Berechnung:

R= 100,000 V/A u2(k) = alu2(k-1) + bul(k)

c= 0,001 As(V RC/At = 10

At= 0,010 s b= 1/ (1+ RC/At) = 0,09091
al=RC/At/ (1+ RC/At) =RC/At *b = 0,90909

Index k u2(k) ul(k)

0 0,000 1 Startwert |

1 0,091

2 0174

3 0249

4 0317

5

6

7

8

1,200 J
1,000 A At |

0,800 f
==y (k)

0,600

0,379
0,436

ul(k)

0,400

0,200

Vg

0,000
0

2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64

=
S
(=}
I
3
IS
PRrRPRREPPREPPRPRERPRPRERRLRERR
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3.5. Energiespeicher im RC-Glied

Die Fahigkeit, auf eine duBere Anregung verzdgert zu reagieren, bzw. aus einem Startzustand
in eine Ruhezustand Uberzugehen, deutet auf einen Energiespeicher im RC-Glied hin.

Frage 3.5.1: Wo wird im RC-Glied Energie gespeichert?
Frage 3.5.2: Wie lasst sich diese Energie berechnen?
Frage 3.5.3: Wovon héngt die Speicherkapazitat ab?

Frage 3.5.4: Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der gespeicherten Energie zu den Randbedingun-
gen aus Aufgabe 3.4.2.

3.6. RL-Glied

Ein RL-Glied ist zwischen den Eingang us und den Ausgang uz geschaltet.

Frage 3.6.1: Ergénzen Sie die Stréme im Schaltbild. Erstellen Sie die Differenzialgleichung fur uz(t) in
Abhéangigkeit von ui(t). Wie lautet die Differenzialgleichung fur den Fall, dass Ry » R ist (d.h.
ir1(t) vernachlassigt werden kann)?

Frage 3.6.2: Nennen Sie eine analytische Lésung der Differenzialgleichung. Zur Vereinfachung sei
angenommen, dass Ry » Rist (d.h. ir1(t) vernachlassigt werden kann).

3.7. Numerische Lésung fiir das RL-Glied

Fahrt man die Differenzialgleichung in den zeitdiskreten Fall Uber, so erhalt man eine algebra-
ische Gleichung (Differenzengleichung). Diese Gleichung lasst sich numerisch mit geringem Aufwand
I6sen. Fur den zeitdiskreten Fall wahlt man: t = k At, wobei At das Abtastintervall bezeichnet, und k
ein Index fur die Abtastwerte.

Frage 3.7.1: Diskretisieren Sie die Differenzialgleichung aus Aufgabe 3.6.1.

Frage 3.7.2: Beispiel zur numerischen Lésung. Es seien R = 10 Q und L = 1 H. Lésen Sie die Diffe-
renzengleichung aus Frage 3.3.1 numerisch, z.B. mit Hilfe lhres Programms zu Tabellenkalku-
lation. Hinweis: Wahlen Sie als Abtastintervall At = 0,01 s. Geben Sie als Eingangssignal eine
Sprungfunktion bzw. einen Einheitsimpuls vor. Stellen Sie das Zeitverhalten als Diagramm dar.

3.8. Energiespeicher im RL-Glied

Die Fahigkeit, auf eine duBere Anregung verzdgert zu reagieren, bzw. aus einem Startzustand
in eine Ruhezustand Uberzugehen, deutet auf einen Energiespeicher im RL-Glied hin.

Frage 3.8.1: Wo wird im RL-Glied Energie gespeichert?
Frage 3.8.2: Wie lasst sich diese Energie berechnen?

Frage 3.8.3: Wovon héngt die Speicherkapazitat ab?
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Frage 3.8.4: Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der gespeicherten Energie zu den Randbedingun-
gen aus Aufgabe 3.7.2.

3.9. Numerische Lésung fiir das mechanische System

Die Differenzialgleichung fir das mechanische System aus Aufgabe 3.1 soll in eine Differenzen-
gleichung umgewandelt werden, die sich dann numerisch I6sen lasst.

Frage 3.9.1: Numerische L&sung der Differenzialgleichung. Fiihren Sie die Differenzialgleichung aus
Aufgabe 3.1.1 in den zeitdiskreten Fall Gber, so dass sich eine algebraische Gleichung (Diffe-
renzengleichung) ergibt, die sich numerisch mit geringem Aufwand Iésen lasst. Hinweis: Die 2.
Ableitung lasst sich nicht unmittelbar als Differenzial linearisieren, jedoch mit Hilfe der Darstel-
lung als Gleichungssystem 1. Ordnung.

Lésung: Ausgangspunkt ist
y() + k/my(t) =0 (3.1.3)

Durch Einfiihrung der Hilfsvariablen xi1(t) = y(t) und x2(t) = y(t) erhalt man das Gleichungssystem
X1(t) = xa(t) (1)
Xa(t) = Y(t) = - k/m x4 (t) )

Dieses Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung lasst sich in ein Differenzengleichungssystem
dberfihren:

(x1(k) - x1(k-1)) / At = x2(K) (1)
(x2(K) - x2(k-1)) / At = - k/m x1(k) (2)
Umformen von (1) nach x1(k) bzw. (2) nach x2(k) und einsetzen von (2) in (1) ergibt:
x1(K) = (x1(k-1) + At x2(k-1)) / (1 + k At2/m) (1)
x2(K) = x2(k-1) - KAt/m x1(k) 2)

Frage 3.9.2: Beispiel zur numerischen Losung. Die Masse sei m = 0,1 kg, die Federkonstante k = 0,1
N/m. Lésen Sie das Differenzengleichungssystem aus Frage 3.9.1 numerisch, z.B. mit Hilfe
Ihres Programms zu Tabellenkalkulation. Hinweis: Wahlen Sie als Abtastintervall At = 0,1 s.
Wabhlen Sie einen geeigneten Startwert y(0)=yo.

Lésung: Lésungsweg wie bei 3.4.2, Ergebnis:

k= 0,100 N/m x1(k) = (x1(k-1) + At x2(k-1)) / (1 + k At2/m)
m= 0,100 kg x2(k) = x2(k-1) - kAt/m x1(k)
At= 0,100 s kAt/m = 0,100000

1+kAt2/m= 1,010000

Indexk _ x1(k) x2(k)
| 0 1,000 0 Startwert |
1 0,990 0,099
2 0970 -0,196 1,500
3 0941 0,290
4 0,903 -0,381 Lo00
5 0857 -0,466 ’ :
6 0,802 -0,546 “«Q%
7 0,740 -0,620 0,500
0,671 0,688
9 0597 -0,747 0,000 J A. ==k
00517 0.799 112115113121124117 == (k)
11 0433 0,842
12 0345 -0,877 0500 1 S
13 0,255 0,902
14 0,163 -0,918 1,000
15 0,070 0,925
16 -0,022 0,923 1500
17 -0,113 0,912 ’
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3.10. RLC-Glied
Ein RLC-Glied ist zwischen den Eingang us und den Ausgang uz geschaltet.
u.
L u
2
cl
Frage 3.10.1: Erstellen Sie die Differenzialgleichung fir uz(t) in Abh&ngigkeit von ui(t).
Lésung: uz(t) = ui(t) - LC d2uz(t)/dt2 - (L/R) duz(t)/dt (3.10.1)
in allgemeiner Form:
y(t) + 20 y(1) + wo? y(t) = x(t) (3.10.2)

wobei 20 = 1/RC, wo? = 1/LC, y(t) = uz(t) und x(t)= u1(t)/LC.

Frage 3.10.2: Nennen Sie eine analytische Lésung der Differenzialgleichung. Skizzieren Sie den
zeitlichen Verlauf der L6sung. Wie lautet die L6sung unter der Annahme, dass R — ©?

Frage 3.10.3: Diskretisieren Sie die Differenzialgleichung aus Aufgabe 3.10.1. Hinweis: Wandeln Sie
die Differenzialgleichung vorher in ein Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung um.

Frage 3.10.4: Numerischen Losung. Es seien R = 100 Q und L = 0,1 H und C = 1 mF. Lésen Sie die
Differenzengleichung aus Frage 3.3.1 numerisch, z.B. mit Hilfe Ihres Programms zu
Tabellenkalkulation. Hinweis: Wahlen Sie als Abtastintervall At in geeigneter Weise (in
Abhangigkeit von der Periodendauer der Resonanzfrequenz). Stellen Sie folgende zeitlichen
Abldufe in einem Diagramm dar: (1) die Eigenschwingung des Systems dar (ohne
Eingangssignal, jedoch mit Startwert), (2) die Reaktion auf eine Sprungfunktion als
Eingangssignal, (3) die Reaktion auf einen Einheitsimpuls als Eingangssignal. Untersuchen Sie
den Einfluss der Systemparameter (R, L, C) auf das Zeitverhalten.

Frage 3.10.5: Wo wird im RLC-Glied Energie gespeichert? Wann sind die Energiespeicher jeweils
maximal gefullt? Wo wird Energie verlustbehaftet gewandelt?

Frage 3.10.6: Berechnen Sie die Energien Ec und EL im RLC-Glied, sowie die Summe dieser Ener-
gien. Stellen Sie deren zeitlichen Verlauf dar.

Beispiel:
R= 100,000 V/A [0+ 28 v + w02yt = x J26=1/Rc= 10 /s Diskretisieren: v1'(t) ->( v1(K)-vi(k-1))/at; v2'(t) >( v2(k)v2(k-1))/at;
= 0,100 Vs/A VI(=y(0); V(0= v11) w02=1/LC= 10000 1/52 umformen und einsetzen von (1) in (2): Reihenfolge der Berechnu
¢ 0,001 As/V V() = v2(0) wo= 100 1/s Vi()=vi(k-1) + At v2(k) 2
= 0,001 5 V2'(t)=j(t)= - 26 V(1) - w02 vi(t) + x(t) o= 0,98039216 V2(Kk)= o * (v2(k-1) - 002 At v(ke1) + At x(K)) mit o= 1/ (L+ 28 At + w02 At2) [
index k[VIT=u200___v2( T XI=uT(k/C
[_o[ o000 0 Startwert | 1,000000 10000,000000
T 0010 5,804 1,000000  10000,000000 | -
2| o0 19319 1,000000  10000,000000] 1,
3] 0,058 28,459 1,000000  10000,000000
a| o00ss 37100 1,000000  10000,000000
s| o0 45287 1,000000  10000,000000 | 1
6| 0193 52,831 1,000000  10000,000000 | 1, ==v1(k)=u2(k)
7] 0,253 59,708 1,000000 10000,000000
s| 0318 65865 1,000000  10000,000000 “Eul(k)
o| o030 71256 1,000000  10000,000000] 0
10| o466 75843 1,000000  10000,000000 |,
1| osas 79505 1,000000  10000,000000
1| oes 82405 1,000000  10000,000000|
13| o712 sas2s 1,000000  10000,000000| 0000 £
1| o7 sseos 1000000 10000,000000 T 4 71013 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 82 85 88 91 94 97 10010310610911211511812112417
15| ossa  ss99s 1,000000  10000,000000
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3.11. Systemmodell

Unter einem System versteht man Art der Betrachtung, bei der das Verhalten einer technischen
Anordnung durch der Ausgangssignals als Reaktion auf ein Eingangssignal beschrieben wird. Diese
Betrachtung gilt sowohl messtechnisch als auch rechnerisch im Sinne eines Systemmodells. Das
System wird hierbei beispielsweise durch seine Impulsantwort beschreiben, wie in der folgenden
Abbildung links dargestellt.

System System
N P
g ut)—y  glt) >y U — G | 8
L5 P o
N Eingangs- Ausgangs- | iEingangs- Ausgangs- 0
g signal | oulsanewore 1972 .| signal ~ Ubertragungs-  gigng

funktion

y(t) = g(t) * x(t) Y(s) = G(s) X(s)

Darstellung im Zeitbereich: Diese Darstellung entspricht der Beschreibung des Systems durch
eine Differenzialgleichung: das Ausgangssignal ergibt sich als Reaktion auf das Eingangssignal
zusammen mit den Eigenschaften des Systems. Die Lésung der Differenzialgleichung wirde man als
Summe der homogenen Lésung der Differenzialgleichung (Eigenschwingungen des Systems in
Abhéangigkeit vom Startzustand) und der partikuldren Lésung (erzwungen Reaktion des Systems auf
das Eingangssignal) beschreiben. Das Einschwingen des Systems aus einem Anfangszustand in
seinen Ruhezustand (homogene Ldsung) ist in der Regelungstechnik weniger von Interesse. In der
Regel beschrankt man sich auf das Faltungsintegral (d.h. die partikulare Lésung) die das Systemver-
halten im Abhangigkeit des Eingangssignals beschreibt:

y(t) = [ g(7) x(t-1) dt mit T=0 bis t (3.11.1)

Darstellung im Bildbereich: Durch Laplace-Transformation der Differenzialgleichung erhélt man
eine Systembeschreibung im Bildbereich. Hierbei entspricht die Bildfunktion des Eingangssignals Y(s)
dem Produkt aus der Ubertragungsfunktion G(s) des Systems und der Bildfunktion des Eingangs-
signals X(s). Die Ubertragungsfunktion ist die Laplace-Transformierte der Impulsantwort.

Y(s) = G(s) X(s) (8.11.2)
Frage 3.11.1: Berechnen Sie aus Aufgabe 3.3 die Ubertragungsfunktion des RC-Gliedes.
Lésung: Ausgangspunkt ist die Differenzialgleichung
RC duz(t)/dt + ua(t) = u(t) (3.3.1)
Durch Transformation in den Bildbereich erhélt man
RC s Uz(s) + Uz(s) = U1(s) (3.11.3)

Die Ableitung wird bei der Transformation durch Multiplikation mit s wiedergegeben. Durch Um-
formen nach Uz(s) erhélt man:

Uzx(s) (RC s + 1) = Ui(s) (3.11.4)
Uz(s) =(1/(RCs+1)) Ui(s) = G(s) Ui(s) (8.11.5)
Die Ubertragungsfunktion ist also G(s) = (1 / (RC s + 1)).
Frage 3.11.2: Berechnen Sie aus Aufgabe 3.6 die Ubertragungsfunktion des RL-Gliedes.
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Frage 3.11.3: Verallgemeinern Sie die Ubertragungsfunktionen fiir das RC-Glied und fir das und RL-
Glied als Systeme 1. Ordnung. Verwenden Sie hierzu die Differenzialgleichung in der normier-
ten Form y(t) + a y(t) = x(t).

Frage 3.11.4: Berechnen Sie aus Aufgabe 3.10 die Ubertragungsfunktion des RLC-Gliedes. Verallge-
meinern Sie die Ubertragungsfunktion fiir Systeme 2. Ordnung. Verwenden Sie hierzu die Dif-
ferenzialgleichung in der normierten Form y(t) + 20 y(t) + woe? y(t) = x(1).

3.12. Ermittlung der Impulsantwort aus der Ubertragungsfunktion

Mit Hilfe einer Transformationstabelle bzw. Korrespondenztabelle lasst sich aus einer
gegebenen Ubertragungsfunktion G(s) die Impulsantwort g(t) ermitteln. Die Laplace-Transformierten
einiger ausgewahlter Funktionen sind in Anhang B zu finden.

Die Bildfunktion F(s) = 1/(s+a) korrespondiert beispielsweise mit der Zeitfunktion f(t) = e-at fur t =
0 (0 sonst). Somit besitzt ein System mit der Ubertragungsfunktion G(s) = 1/(s+a) die Impulsantwort
g(t) =eatfurt=0.

Frage 3.12.1: Ermitteln Sie aus der Ubertragungsfunktion des RC-Glieds (bzw. RL-Glieds) die Impuls-
antwort mit Hilfe der Transformationstabelle. Bestimmen Sie die Zeitkonstante T des RC-Glieds
(bzw. RL-Glieds).

Frage 3.12.2: Den Bildfunktionen aus Anhang B entnimmt man, dass die Impulsfunktion die Bildfunk-
tion 1 besitzt, die Sprungfunktion die Bildfunktion 1/s, sowie die Rampenfunktion die Bildfunk-
tion 1/s2. Die Bildfunktionen gehen also durch sukzessive Multiplikation mit dem Faktor 1/s aus-
einander hervor. Was bedeutet dieser Zusammenhang im Zeitbereich?

Frage 3.12.3: In umgekehrter Lesart gibt es folgenden Zusammenhang flr die Bildfunktionen in
Anhang B: aus der Bildfunktion der Rampe erhalt man durch Multiplikation mit s die Bildfunktion
der Sprungfunktion (die sogenannte Ubergangsfunktion), aus dieser durch Multiplikation mit s
die Bildfunktion der Impulses (die Impulsantwort). Was bedeutet dieser Zusammenhang im Zeit-
bereich?

Frage 3.12.4: Ermitteln Sie aus der Ubertragungsfunktion des LC-Glieds die Impulsantwort mit Hilfe
der Transformationstabelle.

3.13.Faltung
Mit Hilfe der Impulsantwort I&sst sich das zeitliche Verhalten eines Systems wie folgt ermitteln:
y(t) = [ g(T) x(t-1) dt mit T =0 bis t (3.11.1)
Das Ausgangssignal y(t) ergibt sich aus der Faltung der Impulsantwort g(t) mit dem Eingangs-
signal x(t). Das Faltungsintegral I&sst sich im zeitdiskreten Fall numerisch sehr einfach l6sen:
y(k) =2 g(i) - x(k—i) mit i = 0 bis k (8.11.2)

Frage 3.13.1: Berechnen Sie die Systemantwort y(k) des RC-Glieds (bzw. RLC-Glieds) mit Hilfe der
Faltung. Verwenden Sie hierzu unterschiedliche Eingangssignale, z.B. Einheitsimpuls, Sprung-
funktion, bzw. ein harmonisches Signal (Sinus oder Cosinus). Hinweis: Wahlen Sie die System-
parameter (hier R) bzw. das Abtastintervall At so, dass die Impulsantwort nach ca. 10 Stiitz-
stellen abgeklungen ist. Reduzieren Sie die Faltungssumme auf diese 10 Stitzstellen. Verwen-
den Sie hierzu lhre Tabellenkalkulation.
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Frage 3.13.2: Interpretieren Sie den Faltungsalgorithmus geméaB Gleichung (3.11.2): Wie werden die
Stitzstellen der Impulsantwort g(i) im Zusammenhang mit den Stitzstellen des Eingangs-
signals x(k-i) verwendet? Analysieren Sie die Funktionsweise lhrer Implementierung in der Ta-
bellenkalkulation.

3.14.Polstellen der Ubertragungsfunktionen
Fir ein System 2. Ordnung sei folgende Ubertragungsfunktion gegeben:
G(s) =bo/(s2+ a1 s + ao) (8.14.1)

Damit die Korrespondenztabelle verwendet werden kann, um die Impulsantwort zu ermitteln, ist
zu klaren, wie die Polstellen der Ubertragungsfunktion beschaffen sind. Unter den Polstellen versteht
man hierbei die Nullstellen des Nennerpolynoms, d.h. die Werte von s, fir die gilt:

s2+ais+ap=0 (3.14.2)
Frage 3.14.1: Beispiel: G(s) =2/ (s2 + 3s + 2). Ermitteln Sie die Lage der Polstellen.
Frage 3.14.2: Beispiel: G(s) = 4 / (s?2 + 4). Ermitteln Sie die Lage der Polstellen.

Frage 3.14.3: Welche Bedeutung haben die Polstellen in Bezug auf die Ermittlung der Impulsantwort
aus der Ubertragungsfunktion?

Frage 3.14.4: Welche Mdglichkeiten fur die Lage der Polstellen gibt es flr ein System 2. Ordnung?

3.15. Quadratische Gleichung

Fir Systeme 2. Ordnung lassen sich die Polstellen der Ubertragungsfunktion als Nullstellen des
Nennerpolynoms durch Lésen einer quadratischen Gleichung ermitteln. Das Nennerpolynom sei
hierbei in folgender Form gegeben:

s2+ai1s+ap=0 (3.14.2)
Diese Darstellung entspricht der aus der Schulmathematik bekannten Form
X2+px+qg=0 (3.15.1)

Die Nullstellen beschreiben somit den Schnittpunkt einer Parabel mit der y-Achse. Hierfur gibt
es die in folgender Abbildung gezeigten Mdglichkeiten:

D<0 f(x)
D=p’-4q konjugiert
D=0 komplexes
Nullstellenpaar
eine (doppelte)
reelle Nullstelle
D>0

zwei reelle
Nulistellen .

Hierbei bezeichnet D die Diskriminante D = p2 - 4q. Die Lage der Nullstellen ermittelt man aus
X12 = -p/2 \/((p/2)2 - q). Ist die Diskriminante kleiner Null, so ermittelt man die Nullstellen aus xi2 =
-pr2x jV(a- (p/2)?).
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Frage 3.15.1: Gegeben Sei die Ubertragungsfunktion G(s) = 2 / (s2 + 2s + 2). Ermitteln Sie die Polstel-
len. Berechnen Sie die Impulsantwort.

Frage 3.15.2: Gegeben Sei die Ubertragungsfunktion G(s) = 2 / ( s2 + s - 2). Ermitteln Sie die Polstel-
len. Berechnen Sie die Impulsantwort. Ist das System stabil?

Frage 3.15.3: Gegeben Sei die Ubertragungsfunktion G(s) = 2 / ( s2 - 2s + 2). Ermitteln Sie die
Polstellen. Berechnen Sie die Impulsantwort. Ist das System stabil?

Frage 3.15.4: Gegeben Sei die Ubertragungsfunktion G(s) = 1 / s® + 3s2 + 3s. Ermitteln Sie die Pol-
stellen.

3.16. Partialbruchzerlegung

Zur Berechnung der Nullstellen héherwertiger Nennerpolynome (liber die 2. Ordnung hinaus)
lasst sich eine gegebene Ubertragungsfunktion mit Hilfe der Partialbruchzerlegung in eine geeignete
Form bringen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt jedes Polynom mit reellen
Koeffizienten mindestens eine komplexe Nullstelle. Diese Nullstellen kénnen reell bzw. konjugiert
komplex sein. Im Umkehrschluss folgt also, dass sich jedes Polynom mit reellen Koeffizienten in reelle
Polynomfaktoren erster bzw. zweiter Ordnung zerlegen lasst.

In der Praxis der Regelungstechnik bedeutet dies, dass sich eine Ubertragungsfunktion
G(s)=Z(s) /N(s)=Z(s)/(s"+an18"™" +...+a@282+ais+ao) (3.16.1)
umformen lasst in die Form.:
G(s) = Z(s) I N(s) = Z(s) / ((s - p1) (S - P2) ... (S - Pn-1) (S - pn)) =
= Ki/(s - p1) + Ko/(s - p2) + ... + Kn-1/(S - pn-1) + Kn/(S - pn)

Hierbei bezeichnen Z(s) das Zahlerpolynom und N(s) das Nennerpolynom der Ubertragungs-
funkion. Voraussetzung fur die Zerlegung in Partialbriiche ist, dass der Grad n des Nenners gréBer als
der Grad m des Zahlers ist. Die Polstellen sind mit pi bezeichnet.

Frage 3.16.1: Gegeben sei die Ubertragungsfunktion G(s) = 2/(s+1)(s+2). Fiihren Sie diese Uber in die
Form G(s) = Ki/(s+1) + Ko/(s+2). Ermitteln Sie die Impulsantwort g(t) des Systems.

Lésung: Durch Erweitern der Ubertragungsfunktion G(s) mit jeweils einer der Polstellen pi und
Bildung des Grenzwerts s—p; erhalt man jeweils einem der Koeffizienten Ki:

pi=-1: (s+1) G(s) =2/ (s+2) = Ky + (s+1) Ko/ (s+2)
mit s — -1 folgt hieraus: Ky =2

pi=-2: (s+2) G(s) =2/ (s+1) = (s+2) K1/ (s+1) + K>
mit s — -2 folgt hieraus: K1 = -

Somit ist G(s) = 2/(s+1) - 2/(s+2).

Far g(t) erhélt man somit: g(f) =2 et- 2 e

Frage 3.16.2: Gegeben sei die Ubertragungsfunktion G(s) = 2/(s+1)(s+2)(s+3). Filhren Sie diese (iber
in die Form G(s)=Ki/(s+1) + Ko/(s+2) + Ks/(s+3). Ermitteln Sie die Impulsantwort g(t) des
Systems.
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Frage 3.16.3: Gegeben sei die Ubertragungsfunktion G(s) = 2 / (s2 - 3s +2) Fihren Sie diese (ber in
die Form G(s)=Ki/(s+p1) + K2/(s+p2). Ermitteln Sie die Impulsantwort g(t) des Systems.

Frage 3.16.4: Gegeben sei die Ubertragungsfunktion G(s) = (s+3) / (s? -4). Ermitteln Sie die Polstellen
und stellen Sie die Ubertragungsfunktion als Partialbruchzerlegung dar. Berechnen Sie die
Impulsantwort. Hinweis: Verwenden Sie zur Berechnung der Pole sowie fir die Partialbruch-
zerlegung MATLAB. Eine Anleitung finden Sie in Anhang D.

3.17. Verhalten im eingeschwungenen Zustand

Die Sprungantwort h(t) des Systems geht aus der Integration der Impulsantwort g(t) tber der
Zeit hervor. In den Bildbereich Ubersetzt ergibt sich also die Bildfunktion H(s) der Sprungantwort (die
sogenannte Ubergangsfunktion) aus der Ubertragungsfunktion G(s) durch Multiplikation mit dem
Faktor 1/s, es gilt:

H(s)=G(s)/s (3.17.1)

Dieser Zusammenhang l&sst sich nutzen, um aus einer gegebenen Ubertragungsfunktion G(s)
unmittelbar das Verhalten der Sprungantwort im eingeschwungenen Zustand abzuleiten. Nach den
Grenzwertsatzen der Laplace-Funktion gilt (Endwertsatz, siehe Anhang B):

lim f(t) = lim F(s) s

t-+c §-0

Somit gilt fiir die Sprungantwort h(t—«) im eingeschwungenen Zustand:
h(t—) = G(s—0) (3.17.2)

Achtung: Diese Beziehung ist nur giltig fur stabile Systeme. Vorher ist also durch Berechnung
der Lage der Polstellen die Stabilitat des Systems zu prufen.

Frage 3.17.1: Berechnen Sie den Wert der Sprungantwort im eingeschwungenen Zustand fir die
Ubertragungsfunktionen aus Aufgabe 3.14.

Frage 3.17.2: Berechnen Sie den Wert der Sprungantwort im eingeschwungenen Zustand fir die
Ubertragungsfunktionen aus Aufgabe 3.15.

3.18. Zweipunktregler

Die Temperatur in einem Raum soll mit Hilfe eines elektrischen Heizkdrpers geregelt werden.
Die Regelstrecke bildet der zu beheizende Raum mit dem Heizkérper. Der Heizkdrper lasst sich ein-
schalten oder abschalten. Als Schalter (Stellglied) wird ein Relais verwendet, das sich vom Regler
(Mikrocontroller) bedienen lasst. Folgende Abbildung zeigt den Regelkreis.

Storgrofie
v
e(t) UR(t) u(t) Temperatur
Sollwert Regler » Stellglied |—>|Regelstrecke|
- Messpunkt
Schalter Heizkdrper & Raum
Istwert
Regeleinrichtung
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Dem Regler stehen als Eingangssignale zur Verfiigung: (1) ein per Drehknopf einstellbarer Wert
fur die gewiinschte Raumtemperatur, (2) ein Messwert der aktuellen Raumtemperatur. In der Praxis ist
eine solche Regelung direkt am elektrischen Heizkérper angebracht.

Ur(t) Temperatur [p.u.]
-B { t
S 2 T B +B /_\/\
- ot _—
+B -B
ausschalten einschalten

Der Regler soll so arbeiten, dass er bei Uberschreiten der mit dem Drehknopf eingestellten
Temperatur um die Bandbreite B das Heizelement abschaltet (ur(t) = -1), bei Unterschreiten der
eingestellten Temperatur um die Bandbreite B das Heizelement einschaltet (ur(t) = +1). In der Abbil-
dung oben ist die relative Temperatur T/Tsoi dargestellt (normiert auf den Nennwert im sogenannten
per unit System, p.u.).

Frage 3.18.1: Erlautern Sie das Funktionsprinzip des Reglers mit Hilfe der Regelabweichung e(k).

Frage 3.18.2: Stellen Sie den Regelalgorithmus als Ablaufdiagramm dar (bzw. als Aktivitdtsdiagramm).

Frage 3.18.3: Regelstrecke. Bedingt durch das Luftvolumen und die Temperatur der Wéande dauert es
eine Weile, bis sich die Raumtemperatur erhéht bzw. abkuhlt. Als Modell der Regelstrecke sei
die Ubertragungsfunktion Gs(s)= 2/(ts+1) angenommen, mit der Zeitkonstanten T = 30 Minuten.
Als StorgréBe werden alle sonstigen Einfliisse auf die Temperatur betrachtet, z.B. zwischen-
zeitlich gedffnete Fenster oder Tiren. Erstellen Sie ein Modell der Regelstrecke in lhrer
Tabellenkalkulation bzw. in MATLAB.

Frage 3.18.4: Simulation der Regelung. Erganzen Sie Ihre Regelstrecke um den Regler. Simulieren
sie die Regelung. Hinweis: verwenden Sie lhren Algorithmus aus Frage 3.18.2.

Beispiel:

=
At=
At/t=
B=
B+=
B-=

Index k

BNO U A WN R OB

11
12

30 Minuten
1 Minute

0,033

x(k)

0,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000

01
1,1
09

y(k)
0,000
0,065
0,127
0,187
0,246
0,302
0,357
0,410
0,461
0,511
0,559
0,606
0,651
0,694

3.19. RLC-Filter

Gegeben sei folgende Schaltung.

S. Rupp, 2015

1,200

1,000

0,800

0,600

0,400

0,200

0,000

Gs(s)=2/(ts+1)=Y(s)/X(s)

DGL: Ty(t) ] +y(t) = 2 x(t)

zeitdiskret: y(k) = a (y(k-1) + 28t/t x(K)
a=1/(1+0t/0) = 0,9677

OO oo QOO OO OO OO
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Frage 3.19.1: Erstellen Sie die Differenzialgleichung.
Frage 3.19.2: Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion.
Lésung: G(s) = Uz(s)/U1(s) =1/(LCs2+ RC s + 1)

3.20. Fahrwerk

Ein Fahrzeug mit der Masse m sei mit Hilfe einer Feder k und eines Déampfers d an die Strasse
gekoppelt, wie in der folgenden Abbildung gezeigt.

NN

Frage 3.20.1: Erstellen Sie die Differenzialgleichung. Hinweis: Die Dampfung ist proportional zur
Geschwindigkeit, d.h. Fg¢ = d y(t).

Frage 3.20.2: Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion.
Lésung: G(s) = Y(s)/Fi(s) =1/(ms2 +d s +Kk)

3.21.Schaukel

Die Masse m sei an einem Seil der Lange | befestigt und wird um kleine Winkel ¢ ausgelenkt.

S. Rupp, 2015 T2ELG2004 34/59



Regelungstechnik
mhi DHBW

Duale Hochschule
Baden-Wirttemberg
Stuttgart

Frage 3.21.1: Erstellen Sie die Differenzialgleichung. Hinweis: Das Massentragheitsmoment der
Masse m am Seil der Lange | berechnet sich zu J = m [2. Als duBere Anregung wirkt das
Moment M+ ein. Es soll nur um kleine Winkel ¢ ausgelenkt werden.

Frage 3.21.2: Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion.

Lésung: G(s) = d(s) / Mi(s) =1/ J (s2 + g/l)

3.22. Verladebriicke

Auf einer Verladebriicke soll mit Hilfe der Laufkatze mit der Masse mk die Last m. an einer
vorgegebenen Zielposition y. abgesetzt werden. Die Laufkatze wird mit Hilfe der Kraft F bewegt
(EingangsgrdBe). Die Zielposition y. stellt die AusgangsgroBe dar. Es seien kleine Winkel ¢
vorausgesetzt.

System |[—* YL

Frage 3.22.1: Erstellen Sie die Differenzialgleichung. Hinweis: Wahlen Sie zuné&chst als den Winkel ¢
als AusgangsgréBe. Die Auslenkung yL(t) erhalten Sie dann aus yk(t) und ¢(t).

Lésung: Es gelten die folgenden Bewegungsgleichungen:

mk Yk(t) - Fs sind(t) = F(t) (1)
m y(t) + Fs sinp(t) =0 2)
mL z“.(t) + Fscosp =mLg )

Aus der Geometrie ergibt sich:
yL =Yk + | sing (4)
zL = cosp (5)

Mit Hilfe von (4) und (5) lassen sich yL und z_ in ((2) und (3) eliminieren. Zweimaliges Ableiten
von (4) und (5) ergibt:

yL =Yk + | cosd ¢
yL = Vk - | sind (¢°)2 + | cosd ¢ (4)
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Z'L=-1singp ¢

z“L=-1coso (p)2 - I singp ¢ (59
Einsetzen von (4°) und (5°) in (2) und (3) ergibt:

me (Yk - | sind (¢°)2 + | cosd ¢“) + Fs sing =0 (29

me (- 1 cosd (99?2 - | sing ¢“) + Fscosd =mLg (39

Nach Multiplikation von (2°) mit cos¢, Multiplikation von (3°) mit sing und anschliessender Sub-
traktion (2°) - (3‘) verbleiben:

ykcoso + |1 ¢“ =-gsing (6)
Einsetzen von Fs sing auf (2°) in (1) ergibt:
Mk Yk + ML Yk - mLl sing (92 + ml cosd ¢ = F(t) (7)
Da kleine Winkel ¢ vorausgesetzt waren, werden folgende Ausdriicke vereinfacht:
cosp = 1; sing = ¢; ¢ (¢°)2=0;
Er verbleiben folgende Systemgleichungen:
Vk +10¢“ =-g¢ (3.22.1)
(mk +my) Yk + mel ¢“ = F(t) (3.22.2)
Die AusgangsgréBe yi(t) folgt aus (4), im linearisierten Fall:
yL=Yk+1¢ (3.22.3)
Frage 3.22.2: Ermitteln Sie Sie die Ubertragungsfunktion.

Lésung: Durch Transformation in den Bildbereich erhélt man

2 Yk(S) +s21d(s) =-g P(s) (3.22.19)
s2 (mk + mL) Yk(s) + s2 mLl ®(s) = F(s) (3.22.2)
Yi(s) = Yk(s) + | d(s) (3.22.3%)

Umformen von (3.22.1°) nach Yk und einsetzen in (3.22.2°) ergibt:
-g (ML + mk) ®(s) - mk | 82 ®(s) = F(s)

Hieraus folgt fur die AusgangsgréBe ®(s):
Gi(s) = ®(s)/F(s) =-1/(g (ML + mk) +s2mkl)

Umformen von (3.22.1°) nach Yk und einsetzen in (3.22.3) ergibt:
Gz(s) = YL(s)/D(s) = g/s?

Die gesamte Ubertragungsfunktion ergibt sich auf der Verkettung von G1 und Gz:
G(s) = Gi(s) Gz(s).

Frage 3.22.3: Simulieren Sie das System.

Lésung: Ausgangspunkt sind die Systemgleichungen (3.22.1) und (3.22.2).

Yk +10" =-g o (3.22.1)
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(mk +mL) Yk + mel ¢“ = yk (3.22.2)

Ein Nachteil dieser Darstellung sind die gemischten zweiten Ableitungen in beiden Gleichungen.
Zur leichteren Verarbeitung werden die Gleichungen daher etwas verandert. Multiplikation mit 1/mc
von (8.22.2) ergibt:

(me/me+ 1) yk +1d“ =F(t) /me (3.22.2)
Gleichung (3.22.1) von Gleichung (3.22.2) subtrahiert ergibt:

(m/mL) Yk =g ¢+ F(t) /me [ mu/mk

yk = mig/mk ¢ + F(t) / mk (3.22.3)
Diese Gleichung (3.22.3) von (3.22.1) subtrahiert ergibt:

[d“=-mg/mkd -gd -F(t)/ mk 1/

¢ =-(g/l)(1+ mg/mk) ¢ - F(t) /1 mk (3.22.4)

Far das mit (3.22.3) und (3.22.4) vorliegende Differenzialgleichungssystem 2. Ordnung werden
folgende HilfsgréBen gewahlt:

x1(t) = yk(t); xa(t) = yx(t); xa(t) = P(t); xa(t) = (1)
Man erhalt folgendes DGL-System erster Ordnung:

Xi(t) = x2(t) (1)
X2(t) = meg/mk xa(t) + F(t) / mk (2)
Xa(t) = xa(t) @)
Xa(t) = -(9/l)(1+ mLg/mk) xa(t) - F(t) /1 mk (4)

Die AusgangsgrdBe yi(t) erhalt man aus:

yL(t)= yk() + 1 d(t) = xa(t) + | x3(t) (5)

Das nun vorliegende Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung l&sst sich in ein zeitdiskretes Dif-
ferenzengleichungssystem umwandeln und numerisch l6sen (Tabellenkalkulation bzw. MATLAB).
Hierflr sind Annahmen fir die Werte der Systemparameter erforderlich (mc, m, I).

Frage 3.22.4: Testen Sie verschiedene Verlaufe der EingangsgréBe F flr eine optimale Positionierung
im Sinne kurzer Laufzeiten bzw. Vermeidung von Pendelbewegungen.

3.23. Fiillstand
Folgende Abbildung zeigt einen Behélter mit der Flache A mit Zufluss und Abfluss.

Zufluss
\ QC(t)
A Behalter
h(t
® R Abfluss
P eeeee——— Qa(t)
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Hierbei bedeuten A (in m2) die Flache des Behélters und p die Dichte der Flussigkeit (in kg/ms3).
Am Boden des Behélters betrégt der Druck p der Flissigkeit p = pg h, wobei h die Fillhéhe bezeich-
net. Dieser Druck p treibt die Flissigkeit aus dem Behélter. Die ausstromende Menge qga betragt ga =
p/R, wobei R den hydraulischen Widerstand bezeichnet.

Der hydraulische Widerstand ist definiert als R = 128 nL / rip d* (in Ns/m2), wobei L die Lange
des Abflussrohrs, d den Durchmesser des Abflussrohrs und n die Zahigkeitskonstante (dynamische
Visko-sitét) der Flussigkeit (in Ns/m2) bezeichnen. In Wasser bei Temperatur 20 °C sind n = 0,001 Ns/
m2 und die Dichte p = 0,998203 g/cm?3 = 1000 kg/m83.

Frage 3.23.1: Erstellen Sie die Differenzialgleichung des Systems. Als EingangsgréBe soll der
Zustrom qge(t) verwendet werden, als AusgangsgroBe der Flllstand h(t). Der Abfluss qa(t) wird als
StérgréBe betrachtet. Hinweis: Die Differenz des Zustroms ge(t) vom Abstrom qa(t) ist gleich der
Fillstandsanderung A dh(t)/dt des Behalters. Der Abfluss qa(t) ist definiert durch den Druck und den
hydraulischen Widerstand des Abflussrohrs, d.h. ga(t) = p/R (ohmsches Gesetz der Hydraulik).

Frage 3.23.2: Ermitteln Sie die Ubertragungsfunktion.
Losung: G(s) = H(s)/Qe(s) = (1/A) / (s + pg/AR)

Frage 3.23.3: Regeln Sie den Fillstand mit Hilfe eines Zweipunktreglers. Als Flussigkeit soll
Wasser verwendet werden. Treffen Sie fir die numerische Berechnung realistische Annahmen fiir den
Behélter und den Querschnitt des Abflussrohrs. Stellen Sie die Reglerparameter (Bandbreite) geeignet
ein. Simulieren Sie die Regelung.

Frage 3.23.4: Regeln Sie den Fullstand mit Hilfe eines P-Reglers. Es wird davon ausgegangen,
dass der Zustrom sich durch den Regler kontinuierlich verandert Iasst (durch ein Ventil). Stellen Sie
den Reglerparameter geeignet ein. Simulieren Sie die Regelung.

Frage 3.23.5: Regeln Sie den Fullstand mit Hilfe eines Pl-Reglers. Stellen Sie die Regler-
parameter geeignet ein. Simulieren Sie die Regelung.

Beispiel:
L0
Zweipunktregler W hg=08 | A P-Regler

o B=0,05 p.u. Y Kp=2
0 s |} hy= 08
o ~o=qelk) (m3/s] LN ~o=gelk) (m3/s]
o f - | l | l im0 > g “ah(k) [m]

p o - i qalk) [m3/s] 4ol [m3/l
. : \ ’ \ ' f o
A= 1m2 DGL h'(t) + pg/AR h(t) = ge(t)/A . Pl-Regler
L= 5m
d= 0,01 m zeitdiskret: (k) = a (h(k-1) + (At/A) ge(k)) e Ke=2 K =6
g= 10 m/s2 2500 ~+=ae(k) [m3/s)
p= 1000 kg/m3 a=1/(1+ Atpg/AR) = 0,980743 | (k) (m]
n= 0,001 Ns/m2 1=AR/pg = 2,037183 s qalk) [m3/s]
R= 20371,833 Ns/m5 e erell)
At= 0,04 s 10 §
hsoll= 08 m qa(k)=pgh(k)/R [m3/s] o

Frage 3.23.6: Vergleichen Sie die Reglertypen in Ihrer Simulation. Welchen Regler wirden Sie
fur welche Anwendungsfélle empfehlen?

3.24.Lageregelung

Die Drehzahlregelung eines Motors soll erweitert werden um eine Regelung der Position, die
vom Motor angefahren werden soll. Diese Lageregelung wird der Drehzahlregelung als &uBerer
Regelkreis Uberlagert. Die folgende Abbildung zeigt das Prinzip.
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Sollwert Drehzahl I Last (StérgréRie)
' ¥
l e(k) Us Drehzahl
Sollwert Regler 2 >(") » Regler | Motor ® >
Position - =
~ ~_______
Istwert Position Istwert Drehzahl Regelstrecke
Integrator
Ki

[

Aus der Drehzahl wird durch Integration Uber der Zeit und Multiplikation mit dem Faktor K, die
Position abgeleitet (s = K J f(1) dt). Die Abweichung der Position vom Sollwert dient als Eingang fir
den Uberlagerten Regler 2, der als Proportionalregler (P-Regler) ausgefihrt wird.

Frage 3.24.1: Innerer Regelkreis (Regler 1). Die ungeregelte Strecke (Motor ohne Drehzahlregelung)
hat die Ubertragungsfunktion Gs(s) = b / (s + a). Regler 1 sei (1) als P-Regler ausgefihrt, (2) als
PI-Regler ausgefiihrt, (3) als PID-Regler ausgefiihrt. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion
fur den inneren Regelkreis fur die genannten 3 Falle.

Frage 3.24.2: AuBerer Regelkreis: Wie lautet die Ubertragungsfunktion des gesamten Systems bzgl.
der Lageregelung (mit duBerer Regelung und AusgangsgréBe Position) fur die unter 3.24.1
genannten 3 Félle?

Frage 3.24.3: Reglerparameter. Wie gehen Sie bei der Einstellung der Regler vor (duBerer und innerer
Regelkreis)? Begrinden Sie lhre Aussage.

Frage 3.24.4: Simulieren Sie die Strecke fur einen der unter 3.24.1 genannten Falle fur den inneren
Regler. Wahlen Sie geeignete Parameter fur die Strecke und fur die Reglerparameter.

3.25. Temperaturregelung mit P- und I-Regler

Frage 3.25.1: Regeln Sie die Temperatur in Aufgabe 3.18 mit Hilfe eine P-Reglers. Stellen Sie
den Reglerparameter geeignet ein. Simulieren Sie die Regelung.

Frage 3.25.2: Regeln Sie die Temperatur in Aufgabe 3.18 mit Hilfe eine I-Reglers. Stellen Sie
den Reglerparameter geeignet ein. Simulieren Sie die Regelung.

Frage 3.25.2: Regeln Sie die Temperatur in Aufgabe 3.18 mit Hilfe eine Pl-Reglers. Stellen Sie
die Reglerparameter geeignet ein. Simulieren Sie die Regelung.

Frage 3.25.4: Vergleichen Sie die Reglertypen in Ihrer Simulation. Welchen Regler wirden Sie
fur welche Anwendungsfalle empfehlen?

3.26. Wurzelortskurven
l Last (Stérgréf3e)

v
w(t) — ek Regler »|  Strecke | — y(1)
Fuhrungsgrélle } Ausgangssignal
Istwert (Regelgréie)
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Bei dem in der Abbildung gezeigten Regelkreis sei die Regelstrecke ein System erster Ordnung
mit der Ubertragungsfunktion Gs(s) = b / (s + a). Fir den Regler wird ein I-Regler mit der Ubertra-
gungsfunktion Gr(s) = K/s verwendet.

Frage 3.26.1: Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Regelkreises.

Frage 3.26.2: Berechnen Sie die Lage der Polstellen in Abhangigkeit der Variablen K. Fur die Regel-
strecke sei hierflir angenommen: b= 4, a = 4.

Frage 3.26.3: Welchen Verlauf in der komplexen Ebene nehmen die Polstellen (= Wurzeln) der Uber-
tragungsfunktion in Abhangigkeit von K?

Frage 3.26.4: Der Verlauf der Polstellen wird auch als Wurzelortskurve bezeichnet. Welche Aussagen
ermdglicht dieser Verlauf fur eine Regelkreis?

Frage 3.26.5: Mit MATLAB lassen sich die Wurzelortskurven einer gegebenen Ubertragungsfunktion G
berechnen. Hierbei ist G die Ubertragungsfunktion des offenen Regelkreises, wie in der Abbil-
dung unten gezeigt. Die variable Verstarkung K ist hierbei im Rickkopplungszweig angesiedelt.
Zum Berechnen Wurzelortskurve verwenden Sie die Anweisung: rlocus(G); Die Anweisung
[K, Pole] = rlocfind(G) ermdglicht lhnen die Wahl von K mit den zugehdrigen Polen.
Erproben Sie diese Funktionen.

Vorgabe:
e(k)
w(t) — G > (1) G =Z(s) / N(s)
— Ergebnis:
Z(s
K Gges= ( )
Z(s) + K N(s)
Beispiele:
>> 2=[3); N=I1, 4, 3); G=tf(Z,N) »» Zu[1); N=[1, 6, 7, 1]; Getf(Z,N)
G G
3 1
§°2 4s 3 5”3 6 572 7s 1
Continuous-time transfer function. Continuous-time transfer function. /nstab”er BereiCh

> rlocus(G) >> rlocus(G)
Root Locus
Root Locus
|

Imaginary Axis (seconds ™)
Imaginary Axis (seconds ')

Real Axis (seconds ™) Real Axis (seconds™')

Frage 2.26.6: Berechnen Sie die Wurzelortskurven einiger fur Sie interessanter Regelkreise. Gibt es
instabile Bereiche, die durch geeignete Wahl von K vermieden werden kénnen?
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3.27. Ubertragungsfunktion und Frequenzgang

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion G(s) = bo / 2 + a1 s + ao. Hierbei ist s = 0 + jw eine
Variable in der komplexen Ebene. Unter dem Frequenzgang des Systems G(w) bzw. G(f) versteht
man den Ausschnitt der Ubertragungsfunktion fiir s = jw, d.h. den Wertebereich der imaginéren Achse.
Den Frequenzgang erhalt man aus einer gegebenen Ubertragungsfunktion somit durch Einsetzen von
s = jw. Bemerkung: Aus der Struktur der Laplace-Transformation (siehe Anhang B) geht die Ahnlich-

keit mit der Fourier-Transformation (= Spektraltransformation) hervor.
Frage 3.27.1: Berechnen Sie den Frequenzgang zu der oben genannten Ubertragungsfunktion.

Frage 3.27.2: Berechnen Sie den Realteil und Imaginarteil des Frequenzgangs aus Frage 3.27.1.
Berechnen Sie den Frequenzgang nach Betrag und Phase. Stellen Sie den prinzipiellen Verlauf
des Frequenzgangs nach Betrag und Phase grafisch dar. Wie verlauft die Darstellung im

linearen bzw. logarithmischen MaBstab grundsétzlich?

Frage 3.27.3: Ermitteln Sie die Polstellen der 0.g. Ubertragungsfunktion fiir by = 2000, a1 = 20, ao =
2000. Hinweis: Verwenden Sie MATLAB.

Frage 3.27.4: Skizzieren Sie den Frequenzgang mit den in Frage 3.27.3 genannten Werten. Stellen
Sie den Frequenzgang im logarithmischen MaBstab dar. Interpretieren Sie den Frequenzgang
bzgl. der Lage der Polstellen, der Steigung des Amplitudengangs, sowie dem Verlauf des
Phasengangs. Hinweis: Verwenden Sie MATLAB.

Beispiel:
>> z=[2000]; N=[1, 20, 2000]; G=tf(Z,N) Bose Diagram
G =
& Resonanz .
2000 8
§°2 + 20 s + 2000 3 40 dB/Dekade
Continuous~time transfer function.
>> [K, P] = residue(Z,N); bodel(G)
8
-
Frquency (mady)
3.28. Stabilitat und Frequenzgang
Ein Regelkreis hat die Ubertragungsfunktion G(s) im Vorwértszweig.
Vorwartszweig: G (s)
e(k)
w(t) —| G — y(t)
- . G(s
Regelkreis: Gges= L
1 + G(s)
Kritischer Punkt: G(s)=-1
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Bedingt durch die Riickkopplung im Regelkreis ergibt sich insgesamt die Ubertragungsfunktion
Gges(s) =1/ (1 + G(s)). Durch die Ruckkopplung kann also eine Instabilitdt entstehen, wenn G(s) = -1
wird. Dieser Effekt ist als Ruickkopplung (engl. Feedback) von Musikveranstaltungen bekannt: Gerat
ein Mikrophon in ndhe des Schalls vom Lautsprecher, so ergibt sich ein geschlossener Kreis: der
empfangene Schall wird erneut verstéarkt. Es pfeift bei Frequenzen, fir die G(w) = -1 wird.

Frage 3.28.1: Welche Phasenbeziehung gilt an der Stelle der Instabilitat (G(wr) =-1)?

Frage 3.28.2: Wie groB muss die Verstarkung IG(wr)l an dieser Stelle sein, damit das System instabil
wird?

Frage 3.28.3: Formal betrachtet ist bezlglich des Frequenzgangs G(w) in der komplexen Ebene der
Punkt (-1, 0) kritisch (Realteil = -1, Imaginarteil = 0). Ubersetzt in Betrag und Phase bedeutet
dieser Punkt, dass dort die Phase invertiert wird (dadurch wechselt das Vorzeichen von G bei
G(wr), es gibt positive Riickkopplung). Wenn auBerdem die Verstarkung |IG(wr)l = 1 ist, wird das
System instabil. Diskutieren Sie die Plausibilitat dieser Aussage. Was bedeutet dies flr einen
gegebenen Frequenzgang G(w)?

Frage 3.28.4: Die Darstellung des Frequenzgangs G(w) = IG(w)! ei*@ nach Betrag und Phase in der
komplexen Ebene bezeichnet man als Ortskurve. Im Unterschied zum Bode-Diagramm gibt es
keine Frequenzachse. Betrag und Phase finden sich als Spur des komplexen Zeigers Uber der
Frequenz. Skizzieren oder zeichnen Sie Ortskurven flr Ihnen geldufige Frequenzgange G(w)
und diskutieren Sie die Stabilitat der Systeme. Hinweis: MATLB stellt lhnen fir Ortskurven die
Funktion nyquist (G) zur Verfigung.

Beispiel:
Nyquist Diagram »» Zw[2000]; N=[1, 20, 2000); Getf(Z, N)
s Q=
2000
$"2 + 20 s + 2000

" Continuous~time transfer function.
<
> 71\ . .
a3 — - »> NYaQuUils 3 )
{(\Jt/l UJ-O % nyquist(
g
£

A

Reoal Axs

Frage 3.28.5: Amplitudenreserve und Phasenreserve. In die Ortskurve in Frage 3.28.5 darf der Punkt
(-1, 0) in der komplexen Ebene auf keinen Fall eingeschlossen werden. Die Ortskurve sollte ihn
links liegen lassen. Ubersetzt man diese Eigenschaft in den Amplitudengang und Phasengang,
so liegt der kritische Punkt (-1, 0) bei der Phase 180 Grad.

Die Differenz des Amplitudenwertes von der Durchtrittsfrequenz durch die 0-dB Linie (Verstarkung = 1)
zum Amplitudenwert bei Phase 180 Grad wird als Amplitudenreserve bezeichnet. Die
Entfernung des Phasenwerts bei der Durchtrittsfrequenz der Amplitude durch die 0-dB Linie
zum Phasenwert bei 180 Grad wird als Phasenreserve bezeichnet. Beide Werte kennzeichnen
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den Sicherheitsabstand zum kritischen Punkt (-1, 0). Bis zu dieser Reserve kann die
Verstarkung erhéht werden.

Skizzieren Sie die Ortskurve und ein Bode-Diagramm mit der Amplitudenreserve und
Phasenreserve fir ein System héherer Ordnung. Hinweis: MATLAB stellt Ihnen hierfir die
Funktion [A, phi, oml180, om0dB] = margin(G) zur Verfigung. Die Amplitudenreserve
A wandeln Sie mit Hilfe von AdB = 20*1ogl0(A) dB in einen logarithmischen Wert.

Beispiele:

Bode Diagram Nyquist Diagram
— = >
a HH
2 HH
§ §
% ¥ Stabiles System
& i
= i
i @
HH =
i <
: 2
1 i@ -
= N & ~
¥ £
E i
-
Frequency (radis) Roal Axis
>> z=(1) N=(1, 4, 10, 10, 4, 2]; Gstf(Z, N) >> [A, phi, om180, omddb] = margin(G) on180
Gs= A 0.6461
1 1.4773
777777777777777777777777777777777777777 on@db =
S"5 + 4 57 + 10 573 + 10 72 + 4 5 + 2
phi = 0.5782
Continuous-time transfer function.
26.4022
>> bode(G)
>> ﬂyquist(G)
Bode Diagram Nyquist Diagram
. 2 . . S .
z ? i
3 : Instabiles System
g :
g :
2 :
= :
: "
H =
: 3
deaal 8 e (+)
= T— £ )
e (E} AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
- :
£
red <
fmq:ucncy (rad's) Real Axis
_l’k\A la . -
> 22 =11, 4, 10, 10, 4, 215 G=tf(Z, N)
G =

S75 4+ 4 574 + 10 573 + 10 572 + 45 + 2
Continuous~time transfer function

>> bode(G)
>> nyquist(G)

Frage 3.28.6: Erkunden Sie Ortskurven, Amplutidenreserve und Phasenreserve in Bezug auf die
Stabilitat fur Ubertragungsfunktionen. Verwenden Sie Systeme héher als 2. Ordnung, bei denen
die Phase weiter als 180 Grad dreht.
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4. Klausuraufgaben

4.1. P-Regler

Folgende Abbildung zeigt eine Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion Gs(s) ohne Regelung
(links), sowie die gleiche Regelstrecke im Regelkreis mit Regler. Der Regler hat die Ubertragungs-
funktion Gr(s). Es soll ein P-Regler eingesetzt werden.

Gs Gr Gs

A 4

U —) Regelstrecke —> Y w Regler Regelstrecke —&—> y

Frage 4.1.1: Wie lautet die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke im allge-meinen Fall (mit
Gs(s) und Gr(s))? Wie lautet die Ubertragungsfunktion im speziellen Fall, wenn fiir Gr(s) ein P-
Regler eingesetzt wird?

Lésung: aus (1) Y(s) = Gr(s) Gs(s) E(s) und (2) E(s) = W(s) - Y(s) erhéalt man
Gges(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)).

Mit Gr(s) = Kp ergibt sich hieraus
Gges(s) = Kp Gs(s) / (1 + K Gs(s)).

Frage 4.1.2: Fiir die Strecke sei Gs(s) = bo / (s2 + a1 s + ao). Welche Ubertragungsfunktion ergibt sich
fur die geregelte Strecke mit dem P-Regler? Welchen Wert nimmt die Sprungantwort h(t) fir die
ungeregelte Strecke bzw. die geregelte Strecke im eingeschwungenen Zustand an (h(t—))?

Lésung: Mit dem Zahlerpolynom Z(s) und dem Nennerpolynom N(s) von Gs(s) = Z(s) / N(s)
erhalt man allgemein fur die geregelte Strecke:

Gges(s) = KpZ(s) / (N(s) + Kp Z(s)). Hieraus ergibt sich im speziellen Fall:
Giges(s) = Kpbo / (s2 + a1 s + ao + Kp bo)

Eingeschwungener Zustand:

Ohne Regler: h(t—) =bo / ao. Mit Regler: h(t—®) = Kp bo / (a0 + Kp bo)

Frage 4.1.3: Fir die Regelstrecke gelten folgende Werte: bo = 3, a1 = 4, ao = 3. Berechnen Sie flir den
ungeregelten Fall: (1) die Pole der Ubertragungsfunktion, (2) die Partialbruchzerlegung, (3) die
Impulsantwort. Beschreiben Sie das Zeitverhalten der ungeregelten Strecke mit Hilfe ihrer Zeit-
konstanten.

Lésung: Pole: p1 = -1, p2 = -3 erhélt man durch Lésen der quadratischen Gleichung.

Durch Koeffizientenvergleich an den beiden Polen erhélt man aus G(s) = 3/ (s+1) (s+3) = Ky /
(s+1) + K2 / (s+3) die Koeffizienten Ky = 1,5 und Ko =- 1,5.

Die Impulsantwort erhalt man hieraus aus der Ricktransformation in den Zeitbereich: g(t) = 1,5
e t-1,5 e -3, Die ungeregelte Strecke hat die beiden Zeitkonstanten t1=1 und 12= 1/3.

Frage 4.1.4: Legen Sie den Reglerparameter so fest, dass sich das Zeitverhalten der Strecke verbes-
sert. Welchen Einfluss hat der Regler? Beschreiben Sie die Lage der Pole der Ubertragungs-
funktion der geregelten Strecke. Welche Impulsantwort hat die geregelte Strecke? Beschreiben
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Sie das Zeitverhalten der geregelten Strecke mit Hilfe ihrer Zeitkonstanten. Welche Werte fir
die Reglerkonstante sollten Sie vermeiden?

Losung: Verschiebung der ersten Polstelle zu kleineren Werten. Aus der Ldsung der
quadratischen Gleichung wahlt man z.B. den Wert der Diskriminante D = 0, was sich mit Hilfe von Kp
= 1/3 erreichen lasst. In diesem Fall sind p1 = p2 = - 2. Im Vergleich zur ungeregelten Strecke ist
hierdurch zwar der zweite Pol n&her an die positive reelle Ebene gewandert, der dominierende Pol p+
besitzt jedoch nun eine kleiner Zeitkonstante. Man erhélt t1 = 2= 1/2.

Mit Ke = 1/3 erhéalt man fiir die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke:
Gges(S):1 /(32+4S+4):1/(S+2)2

Aus der Korrespondenztabelle der Laplace Transformation ermittelt man die zugehdrige
Zeitfunktion zu g(t) =t e 2.

Reglerkonstanten, die die Pole in Richtung der positiven reellen Ebene verschieben, sind zu
vermeiden, da das System hierdurch instabil wird. Mit Blick in die Lésung der quadratischen
Gleichung wéren das alle Werte von Kp, die den urspringlichen Pol bei p1 = -1 weiter nach links
verschieben, d.h. Kp< 1/4.

4.2. Systembeschreibung durch Polvorgabe

Ein System (Regelstrecke) besitzt die in der Abbildung gezeigten Polstellen s12 = -1 .

Polstellen Im {s} Regelstrecke
-1 j g
. ? ut) y(t)
Re {s} —» System [—>
-'1
-1 -3 x r -3

Frage 4.2.1 (4 Punkte): Ubertragungsfunktion. Wie lautet das Nennerpolynom N(s) der Ubertra-
gungsfunktion? Wie lautet die Ubertragungsfunktion G(s), wenn das Z&hlerpolynom Z(s) = 2
betragt?

Losung: N(s) =(s-(-1+j))(s-(-1-j))= s2+2s+2
Mit Z(s) = 2 folgt hieraus G(s) = Z(s) / N(s) =2/ (s2 + 2s + 2)

Frage 4.2.2 (6 Punkte): Stabilitat und Verhalten im eingeschwungenen Zustand. Ist das System stabil?
Wenn ja, auf welchen Wert schwingt die Sprungantwort des Systems ein? Skizzieren Sie den
Verlauf der Sprungantwort. Begriinden Sie lhre Aussagen.

Lésung: h(t—«) = G(s—0), es gilt also im eingeschwungenen Zustand h(t—) = 1. Die
Impulsantwort des Systems ist eine geddmpfte Schwingung. Die Sprungantwort schwingt beim
Einschwingen uber.

Frage 4.2.3 (4 Punkte): Differenzialgleichung. Wie lautet die Differenzialgleichung des Systems flr das
Eingangssignal u(t) und das Ausgangssignal y(t)?

Lésung: Aus der Ubertragungsfunktion erhalt man

Y(s) (s2+2s +2) =2 U(s)
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Transformation in den Zeitbereich ergibt
y(t) + 2 y(t) + 2 y(t) =2 u(t)

Frage 4.2.4 (6 Punkte): Signalfluss. Skizzieren Sie ein Signalflussdiagramm (Blockdiagramm), das die
Differenzialgleichung beschreibt. Verwenden Sie folgendes Schema. Welche Rolle spielen die
Ruckkopplungen im System?

ut) —2 —@O— ——

I @ffﬁ_’: _______ N\ o i > zur DGL
(1 (0 ot
o — 2 i i RL

Die Ruckkopplungen sind fir das Einschwingverhalten verantwortlich. Setzt man beide
Koeffizienten in den Rickkopplungszweigen gleich Null, so verbleibt nur y(t) = 2 u(t).

4.3. Regelkreis

Folgende Abbildung zeigt eine Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion Gs(s) ohne Regelung
(links), sowie die gleiche Regelstrecke im Regelkreis mit Regler. Der Regler hat die
Ubertragungsfunktion Ggr(s).4

Gs Gr Gs

U —f Regelstrecke [—> Y w Regler » Regelstrecke y

Frage 4.3.1 (4 Punkte): (1) Wie lautet die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke im allge-
meinen Fall (mit Gs(s) und Gr(s))? (2) Wie lautet die Ubertragungsfunktion im speziellen Fall,
wenn fir Gr(s) ein P-Regler eingesetzt wird, d.h. Gr(s) = Kp?
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Lésung: aus (1) Y(s) = Gr(s) Gs(s) E(s) und (2) E(s) = W(s) - Y(s) erhélt man
Gges(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)).

Mit Gr(s) = Kp ergibt sich hieraus
Gges(s) = Kp Gs(s) / (1 + Kp Gs(s)).

Frage 4.3.2 (4 Punkte): Fiir die Strecke sei Gs(s) = bo / (s2 + a1 s + ao). Welche Ubertragungs-funktion
ergibt sich flr die geregelte Strecke mit dem P-Regler? Welchen Wert nimmt die Sprungantwort
h(t) der geregelte Strecke im eingeschwungenen Zustand an (h(t—))?

Lésung: Mit dem Zahlerpolynom Z(s) und dem Nennerpolynom N(s) von Gs(s) = Z(s) / N(s)
erhalt man allgemein fir die geregelte Strecke:

Gges(s) = KpZ(s) / (N(s) + Kp Z(s)). Hieraus ergibt sich im speziellen Fall:
Gges(s) =Kpbo / (s2 + a1 s + ao + Kp bo)
Eingeschwungener Zustand mit Regler: h(t—) = Kp bo / (a0 + Kp bo)

Frage 4.3.3 (6 Punkte): Fur die Regelstrecke gelten folgende Werte: bo = 2, a1 = 2, ap= 2. Fragen: (1)
Wie lautet die Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke? (2) Auf welchen Wert schwingt
sich die Sprungantwort h(t) fir groBe Reglerkonstanten ein (z.B. Fur Kp > 10)? (3) Berechnen
Sie die Polstellen der Ubertragungsfunktion fiir Kp = 10.

Lésung: (1) Gges(s) =2 Kp / (s2 + 2s + 2 + Kp); (2) Fir groBe Reglerkonstanten néhert sich der
eingeschwungene Zustand der Sprungantwort der 1 (von kleineren Werten im einge-schwungenen
Zustand aus). (3) Polstellen flir Kp = 10: Gges(s) = 200 / (s? + 2s + 202); Quadratische Gleichung: Die
Diskriminante ist kleiner 0, es ergibt sich also ein konjugiert komplexes Polpaar. Durch Einsetzen in
die Lésungsformel x12 = -p/2 = V((q - (p/2)2) erhalt man die Pole s1=-1 *j 4,583.

Frage 4.3.4 (6 Punkte): Qualitativer Einfluss der Reglereinstellung. Welchen Einfluss hat die Regler-
konstante Kp auf die Strecke im Regelkreis? Beschreiben Sie (1) den Einfluss auf die
StellgréBe, (2) den Verlauf der Sprungantwort der geregelten Strecke in Abhangigkeit der
Reglerkonstanten Kp, (3) die Lage der Pole der Ubertragungsfunktion der geregelten Strecke.

Lésung: (1) Der Regler zerrt in Abhéangigkeit der Regelabweichung e(t) umso kréftiger an der
StellgréBe u(t), je groBer die Reglerkonstante Kp gewdahlt wird. Hierdurch verstérkt sich dann auch die
Ruckkopplung des durch die Regelstrecke gefilterten Signals. (2) Durch die starkere Rickkopplung
verringert sich einerseits der Fehler im eingeschwungenen Zustand (siehe Sprungantwort in Frage
2.3). Andererseits wird das System hierdurch potenziell de-stabilisiert. Dieser Effekt tritt auf durch
héherfrequente Anteile des rlckgekoppelten Signals, die bedingt durch die Verzdgerung
phasenverschoben sind. Im unglnstigsten Fall der Phasen-umkehr (Phasenverschiebung = 180 Grad)
findet eine Mitkopplung dieser Anteile statt. (3) Der Imaginarteil des konjugiert komplexe Polpaars
vergréBert sich. Zusammen mit der zunehmen-den Verstarkung im Zahler der Ubertragungsfunktion
tritt ein Resonanzpunkt bei hoheren Frequenzen deutlicher hervor (siehe Bode Diagramm unten).

Nur zur Erlauterung der Musterlésung:
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NyQquist Diagram Mm'ﬂ""
-

Ke=10 Ke =10

Magnaude (d8)

Imaginary Axis
|

Gges(s) =2 Kp /(82 + 25 + 2 + Kp)

Phase (deg)

Roal Aws Froquency (mds)

4.4. Drehzahlregelung fur einen Motor

Ein Gleichstrommotor wird als System mit folgender Differenzialgleichung beschrieben. Hierbei
ist w(t) = 2 n f(t) die Kreisfrequenz zur Drehzahl f(t). Mit w(t) = dw / dt ist die Ableitung der
Kreisfrequenz bezeichnet. Das Lastmoment M_(t) stellt die StérgréBe des Systems dar.

Gleichstrommotor l M. (1) Differenzialgleichung:

ur(t) —»| System —» f(t) w(t) = ki u1(t) - ko (ML(1) + J d(1))

Frage 4.4.1 (4 Punkte): Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems aus der oben
angegebenen Differenzialgleichung. Hinweis: Die StérgréBe wird nicht berlcksichtigt.

Lésung: Transformation in den Bildbereich ergibt
Q(s) = ki1 U1(s) - skaJ Q(s)

Durch Umformen erhalt man Q(s) (1 + s k2 J) = ki U1(s) und hieraus
G(s) =F(s) / Ui(s) =Q(s) / 2 U4(s) = ki /2 (1 + s ka J)

Frage 4.4.2 (4 Punkte): Berechnen Sie die Lage der Polstelle der Ubertragungsfunktion. Welchen
Einfluss hat das Tragheitsmoment J des Rotors auf die Lage der Polstelle? Welchen Einfluss
hat das Tragheitsmoment des Rotors auf die Zeitkonstante des Systems?

Lésung: Polstelle = Nullstelle des Nenners, zu berechnen aus (1 + s k2 J) = 0.
Ergebnis: s1 =-1/ (k2 J) =1/
Einfluss des Tragheitsmoments J: Je trédger der Rotor, desto n&her riickt die Polstelle in der

komplexen Ebene auf der negativen reellen Achse in Richtung des Koordinatenursprungs (der Null).
Der Kehrwert der Polstelle entspricht die Zeitkonstante T des Systems. Die Zeit-konstante wachst mit

zunehmender Tragheit J des Rotors, d.h. Das System reagiert trager.

Frage 4.4.3 (6 Punkte): Ein Motor mit Nennspannung Un = 24 V und sonst unbekannten Parame-tern
wurde wie folgt vermessen: Einschalten der Klemmenspannung ui(t) = Un im Leer-lauf zum
Zeitpunkt Null. Man erhélt folgenden Verlauf der Drehzahl f(t). Ermitteln Sie hieraus die
Ubertragungsfunktion des Motors in der Form G(s) = F(s)/U1(s) =b / (1 + T8).
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t in Vielfachen von 4 ms

° 135731 ‘13 1517 192123252;2931 33 35 37 39 41 43 45 47 43 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 B85 87 89 91 93 95 57 995101

Lésung: (1) Die Zeitkonstante liest man ab zu Tt =25 *4 ms = 100 ms = 0,1 s. (2) Der Faktor b
in der Ubertragungsfunktion ergibt sich aus dem Grenzwert der Sprungantwort im eingeschwungenen
Zustand: h(t—®) = G(s— 0) = b = 80 Hz / 24V = 3,33 Hz/V. Die Skalierung auf die Hohe der
Sprungfunktion von 24V ist erforderlich, da fur den Grenzwertsatz ein Einheits-sprung verwendet
wurde.

Hieraus ergibt sich die Ubertragungsfunktion zu G(s) = 3,33 / (1 + 0,1 s) Hz/V.

Frage 4.4.4 (4 Punkte): Lastmoment. Nehmen Sie an, der Motor hat sich beim Nennmoment auf die
Nenndrehzahl eingeschwungen. Welchen Einfluss haben Lastwechsel um diesen Arbeitspunkt
auf die Drehzahl des Motors? Welcher mathematische Zusammenhang ergibt sich? Begrlinden
Sie lhre Aussage mit Hilfe der Differenzialgleichung des Motors.

Losung: Differenzialgleichung: w(t) = k1 u1(t) - ke (ML(t) + J ®(t))

Mit ML(t) = Mn + AM(t) und u(t) = un erhalt man den Zusammenhang
o) = on - ke AM() + ko J m(t)

wobei wn = k1 un - k2 Mn = const.

Lastwechsel AM(t) um den gewdhlten Arbeitspunkt wirken sich also linear auf die Dreh-zahl
aus, wobei das Tragheitsmoment J des Rotors Lastspriinge puffert.

Frage 4.4.5 (4 Punkte): Regelkreis im allgemeinen Fall. Skizzieren Sie einen Regelkreis fir den Motor.
Der Regler hat die Ubertragungsfunktion Ggr(s), der Motor (als Regelstrecke) die
Ubertragungsfunktion G(s). Welche Ubertragungsfunktion hat der Regelkreis? Welche
Ubertragungs-funktion erh&lt man, wenn als Regler wird ein P-Regler verwendet wird (Gr(s) =

Kp)?
Lésung:
G Gr G
e(t) ur(t)
u)—  Motor —>f(t) | fsau Regler »  Motor ft)
Regelstrecke Regelstrecke
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Lésung: aus (1) F(s) = Gr(s) G(s) E(s) und (2) E(s) = Fsai(s) - Y(s) erhélt man
Gges(s) = Gr(s) G(s) / (1 + Gr(s) G(s)).

Mit Gr(s) = Kp ergibt sich flr den Regelkreis
Gges(s) = Kp G(s) / (1 + Kp G(s)).

Frage 4.4.6 (6 Punkte): P-Regler. Als Regler wird ein P-Regler verwendet (Gr(s) = Kp). Als
Ubertragungsfunktion des Motors wird G(s) = b / (1 + Ts) verwendet. Welchen Einfluss hat der
Regler auf die Zeitkonstante des geregelten Systems? Wie muss die Regler-konstante gewahlt
werden, damit die Zeitkonstante des geregelten Motors sich im Vergleich zur Zeitkonstante des
ungeregelten Motors halbiert?

Lésung: Einsetzen von G(s) =b /(1 + T8) in Gges(s) = Kp G(s) / (1 + Kp G(S)) ergibt
Gges(s) =b Kp/ (1 + 15 + b Kp)

Polstelle des ungeregelten Systems: Aus (1 + ts) = 0 folgt s1 = -1/1.

Polstelle des geregelten Systems: Aus (1 + ts+b Kp) =0 folgts'1=-(1+bKp) /T

Interpretation: Die Polstelle verlagert sich mit wachsender Reglerkonstante KP weiter nach links
in der komplexen Ebene, bzw. Die Zeitkonstante des Regelkreises 1° = -1/s'y = T /(1 + b Kp) verringert
sich. Die Zeitkonstante halbiert sich (1 = 1/2), wenn Kp = 1/b gewahlt wird.

Frage 4.4.7 (6 Punkte): Ungeregelter Motor. Folgende Abbildung zeigt einen Simulationslauf des
ungeregelten Systems.

5

Lastmoment M(t) / Mn

t2
1 l
1 Drehzahl (t) / fy

-2

Das Diagramm zeigt eine normierte Darstellung des Verlaufs der StérgréBe (Last-moment) und
der AusgangsgrdBe (Drehzahl). Aus welchem Zustand startet das System? Erlautern Sie das
Verhalten des Systems zu den in der Abbildung gezeigten Zeitpunkten und zwischen diesen
Zeitpunkten.

Lésung: Das System startet aus einem eingeschwungenen Zustand auf einem Arbeitspunkt bei
Nennlast und Nenndrehzahl. Zum Zeitpunkt t1 steigt das Lastmoment kontinuierlich an bis zum 4-
fachen Nennmoment. Der Motor reagiert hierauf durch Verringerung seiner Drehzahl. Zum Zeitpunkt t2
kehrt sich die Drehrichtung des Motors um: Durch die konstante Klemmenspannung ui im
Arbeitspunkt (= Nennspannung) ist der Motor nicht in der Lage, das geforderte Moment zu erbringen.
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Bei stabilem 4-fachen Lastmoment stabilisiert sich die Drehzahl in Riickwartsrichtung bei ca -0,8 der
Nenndrehzahl zwischen t> und t3. Zum Zeitpunkt t3 fallt die Last komplett ab (M.=0) und der Motor
beginnt auf seine Leerlaufdrehzahl hochzulaufen, die er zum Zeitpunkt t4 fast erreicht.

Frage 4.4.8 (6 Punkte): Geregelter Motor. Folgende Abbildung zeigt einen Simulationslauf des
geregelten Systems. Es wurde ein P-Regler verwendet. Das Diagramm zeigt eine normierte
Darstellung des Verlaufs der StorgroBe (Lastmoment) und der AusgangsgréBe (Drehzahl). Aus
welchem Zustand startet das System? Erldautern Sie das Verhalten des Systems zu den in der
Abbildung gezeigten Zeitpunkten und zwischen diesen Zeitpunkten. Skizzieren Sie den Verlauf
der Klemmenspannung ui(t) des Motors (der StellgréBe). Hinweis: Verwenden Sie flr die
Skizze bitte in der Kopie des Diagramms unten auf dem Arbeitsblatt in der normierten Form
u1(t)/un.
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Englisch - Deutsch

Denominator Nenner

Discrete-time zeitdiskret

Eigenvalue Eigenwert

Eigenvector Eigenvektor

Numerator Zahler

State estimator Beobachter

State-space model Zustandsmodell (Modell im Zustandsraum)
Transfer function Ubertragungsfunktion

Root Locus Wurzelort
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Abkurzungen

ADC Analoge-Digital Converter (Analog-Digital-Wandler)
T=1/ Schwingungsdauer, Periodendauer [s]

f=1/T Frequenz, Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit [1/s]

w =2rf = 2r/T Kreisfrequenz, Winkelgeschwindigkeit der Kreisbewegung [1/s]

E Energie [Joule, J, N m, W s, kg m?/ s
potentielle Energie Ep = 1/2 k y2,
kinetische Energie, Translation Ex= 1/2 m v2,
kinetische Energie, Rotation E;= 1/2 J w?,
Energie elektrisches Feld Ec = 1/2 CU?,
Energie magnetisches Feld EL = 1/2 LI2

G(s) Ubertragungsfunktion (Abbild der Impulsantwort)
H(s) Ubergangsfunktion (Abbild der Sprungantwort)
PWM Pulsweitenmodulation

SISO Single Input - Single Output (Eingr6Bensystem)
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Anhang A - Regelkreis

Definitionen
Fihrungs- Regel- P
gréBe  differenz aizfgﬁ;'& StorgroRe
aréBe StellgroRe l 4
v w e UR u y  Regelgrifie
Soliwert —» Ggy —;Q—> Gr * Gs) " Gsy > (Istwert)
Flhrungs- Regler Stellglied Regelstrecke
filter
y
Gs3
Ruckfihr-
gréBe Sensor
Strecke und geschlossener Regelkreis
Gs Gr Gs
e u
U —Regelstrecke[—> ¥ | W Regler » Regelstrecke —@—> y

Ubertragungsfunktion der Regelstrecke (ungeregelter Fall):

Y(s) = Gs(s) X(s)

Ubertragungsfunktion des Regelkreises (geregelter Fall):
E(s) = (W(s) - Y(s)) (1)
Y(s) = Gr(s) Gs(s) E(s) 2
Nach Einsetzen von (1) in (2) Umformung nach Y(s) erhalt man:

G(s) = Gr(s) Gs(s) / (1 + Gr(s) Gs(s)) (3)

Beispiel: P-Regler
Gs(s) = Z(s) / N(s) mit Zahlerpolynom Z(s) und Nennerpolynom N(s)
Gr(s) = Kp
Einsetzen in (3) ergibt:

G(s) = KpZ(s) / (N(s) + Kp Z(s))
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Anhang B - Laplace Transformation
Definition

F(s) = L[f(t)] = ff(t) estdt

Mathematische Formeln
Grenzwertsatze der Laplace-Transformation:

lim f(t) = lim F(s) s
Anfangswertsatz: t-+0 o

lim £(t) = lim F(s) s
-+ 50

Endwertsatz:

Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (wobei F(t) = Stammfunktion von f(t)):

1) dr=F(o)- F@) =[F)]

Partielle Integration: fu(t) vV(t) dt =u(t) v(t) + [ u’(T) v(T) dT

Beispiele zur Laplace Transformation

Impulsfunktion:

flt) 4 - Impulsfunktion
|
T v 1
Definition im Zeitbereich: O(t)— oo flir t—0; 0 sonst
Bildfunktion: F(s) =1
Sprungfunktion:
fit) 4 Sprungfunktion
1 — e

v
~~
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Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Rampenfunktion:

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Exponentialfunktion:

Definition im Zeitbereich:
Bildfunktion:

Polstelle:

Sinus- und Cosinus:

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Polstellen:

Gedampfte Schwingung (Sinus):

Definition im Zeitbereich:

Bildfunktion:

Polstellen:
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f(t) = 1 flr t = 0; 0 sonst

F(s)=1/s
fit) 4 . Rampenfunktion
.//
St
.'/
N
f(t) =t furt =0; 0 sonst
F(s)=1/s2
Exponentialfunktion
1
NI
S —— b
' T=1/a -

f(f) = e@ firt = 0; 0 sonst
F(s) =1/ (s+a)

p=-a

f1(t) = sin(wt) fir t = 0; 0 sonst
fo(t) = cos(wt) fur t = 0; 0 sonst
Fi(s) = w / (s2 + w?)
Fa(s) =s/(s2 + w?)

p12==jw (konjugiert komplexes Polpaar)

f(t) = et sin(wt) fir t = 0; O sonst
F(s)=w/((s +a)2+ w?)

pi2=-axjn (konjugiert komplexes Polpaar)
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Anhang C - Reglertypen
P-Regler
' Reger Regler- ||\ . Ubertragungsfunktion |
| differenz ausgangs-
i groiRe
Gr=Kp
et) —— Gr [—> Uurt)
Reger 0 Sprungantwort
A
ua(t) = Kp * e(t) b
ur(k) = Kp * e(k) N
I-Regler
""" Rege-  Regle~ | Ubertragungsfunkton |
i differenz ausgangs-
i groBe
Gr(s)=Ki/s
et) —— Gr [—> Uur(t)
Regler Sprungantwort |
A
ur(t) =Ki*fe(t)dr, T=0bist 7 Ko+ At ~ —
un(k) = Ki * At* Se(i), i=0, ..,k 1 .
PID-Regler
""" Rege-  Regle~ | Ubertragungsfunkton |
i differenz ausgangs-
i groBe
Gr(s)=Kp + Ki/s +Kas
et) —— Gr [—> Ur(t)
Reger 1 Sprungantwort
K, +KJAt
Cus(t)=Ke*e(t) + Ki*fe(t)dt + Kade(t)/dt
. Ki+ At Kp
| ua(k) =Ke " e(k) + Ki* At* Te(i) + Ka* (e(k)-e(k-1))/At | | 1 X
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Anhang D - MATLAB Befehle

Laplace-Transformation: F = laplace(f); f= ilaplace(F)
Beispiel: syms st /* Variablen deklarieren
G=3.33/(1 +0.08 *s)  /* Vorgabe der Ubertragungsfunktion (Dezimalpunkt=Punkt)
g= ilaplace(G) /* Rucktransformation

g= (333/8) * exp(-(25*1)/2) /* Ergebnis

Differenzieren und Integrieren: diff(f,t), int(f,t)
Beispiel: diff(g,t) /* wurde oben definiert
ans = -(8325/16) * exp(-(25*1)/2) /* Ergebnis

Partialbruchzerlegung: diff(int(G,s))
Beispiel: G=(s+3)/(s"2 -4) /* [G]=Datentyp sym
diff(int(G,s))
ans = 5/(4*(s-2)) - 1/(4*(s+2))

Gebrochen rationale Funktion durch Zeilenvektoren eingeben:
Beispiel: Z=[1,3]; N=[1, 0, -4] /* Eingabe Z&hler Z und Nenner N
Koeffizienten der Partialbruchzerlegung: residue(Z, N)
residue(Z,N)
ans =1.25;-0.25 /* Ergebnis
[K, P] =residue(Z,N) /* alternative Eingabe fir Koeffizienten und Polstellen
K=1.25;-0.25; P =2.0; -2.0 /* Ergebnis
Z und N in die Ubertragungsfunktion iibernehmen:
G =tf(Z, N) /* tf = transfer function; [G]=Datentyp tf
(s+3)/(s"2-4) /* Ergebnis
Pole und Nullstellen berechnen:
zeroes = tzero(G)
zeroes =-3.0 /* Ergebnis
poles = pole(G)
poles =2.0; -2.0 /* Ergebnis
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